- . 
AY £1 
2. 8 


n ang 
DE CALCULO A * 


| FLUENTIUM 


LIBRI DUO. 


Quibus Subjunguntur 


LIBRI D 0 


DE OPTICA ANALYTICA. 


? 


| „ese eee eee eee eee | 
q 


- Authore 
JOHANNE CRAIG. 


— — — — — 


L 0 N D I a 
Ex Officina Prarſeniana M DCCXV Wh 


” 

— 
9 a = | 
— n MS. ad. oi. A. as. 


= 
44 


o 
* 


2 * * my 8 . n „ 
y — 7 * N - 4 * * W 4 * _ 
r Fe 

= : WW. * ” 


DEP YARD” 2 0 5 


nn 1 
ILLUSTRI VIRO 
Vice - Comiti. Stanhope, 


DRE MAHON 


een ELVAS TON. 


Sat ar Regis Majeſtati/ a 8 ecretis, &c. 


ITY 
3 4 ws 1 


== Cientiarum incrementa ex 
I Geomerrid + præſertim eſſe 
petenda tam evidenter 
conſtat, ut prolixe id o- 
ſtendere inutile videatur. 
o Phi loſophiam Naturalem ſpe&emus, 
pauea admodum in illa magni pretii 
alinnde « quam ex Geomstria & Experi- 
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lifime (ſalva ſum 


Pacis artibus, nemo mirabitur quod 


— * 
Deditatis 3 
bus, deducenda inveniemus. Nec 


minus conſpicuus eſt illius uſus in 
| pleriſq; magni momenti negotiis: 3 


Maxima utiq; hominum commercia, 


inter Gentes longo Terræ Mariſq; 


tractu diſſitas, fine | Arte Navigan- 
di geri nequeunt ; Artemq; illam 


Gromerrie & Aſtronomiæ principiis inniti 
notiſſimum eſt: Sed Artes omnes a 


Geometria pendentes hic enumerare 


nolo; Unicam tantum (eamq; non 


prætereundam) Artem ſcilicet Belli 


memorare lubet: In qua, Vir Nobi- 
tua modeſtia ſit 
dictum) te tam OE excellere te- 
ſtantur Bella Hiſpanica ut inter prima- 
rios hujus Sæculi Duces merito annu- 
mereris. Quum itaq; pateat Grometriz 
uſus in omnibus ferè tam Belli quam 


hunc e Mathematicum Tibi 
conſe- 


Dedicerie. 
@nſecraverim, qui in utriq; Tei pſum 
tam. inclytum reddideris, ut dictu fit 


difficile utrum celebrior ſub Regno 
antecedenti Dux Exercitus extiteris, 


an conſummatior Reipublicæ Miniſter 


ſub præſenti Imperio Sapientiſſimi 


Optimiq; Regis, ex cujus æqua & ſta- 


bili adminiſtratione omnia expectare 


licet; quæ vel ad ipfius gloriam vel ad 


Subditorum proſ peritatem conducere 


poſſunt. Dubitare itaq; non poſſumus, 


quin Tibi (cui tam grata ſunt Lite- 


rariæ pariter ac Civilis Reipublicæ 
commoda) Philoſophie etiam & Mathe- 
ſeos incrementum curz non minimæ 
ſit futurum. Ignoſcas mihi interim 
quæſo meam andaciam, qui Te mag- 


nis Regni negotiis occupatum tam diu 


nugis meis interpellaverim. Et. ut 
omnia. 
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omnia, quæ ad utramq; Rempubli- 
cam promovendam meditaris, feliciter 
ſuccedant, Deum Opt. Max. precatur 
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Vir Nobiliſſime 
Servus tuus Humillimus 
Et Pevotiſſimus 


Jo. Craig. 
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 PRAFATIO AD 


LECTOREM. 


Ales hic B. L. que multos Inte annos de Calculo fluentiam 
ſam meditatus, & cujus prima Elementa, cum Juveni 
eſſem, circa Annum 1685 excogitavi : Quo tempore Can- 

tabrigiz commoratus D. Newtonum rogavi, ut eadem, priuſquam 

pralo committerentur, perlegere dignaretur : Qaody; Ille pro ſum- 
ma ſus humanitate fecit: Nec-non ut Objettiones in Scheduls meis 

contra D. D. T. allatas corroboraret, duarum Figurarum Quadr a- 

taras ſponte mibi obtulit ; erant autem haram Curvaram /Equa- 

tiones m- y = x# +a*x*  my* = x + ax*; Meque inte- 
rim certiorem fecit ſe poſſe hujuſmodi innumeras exhibere per Se- 
riem Infinitam, quam in datis conditionibus abr Figure pro- 
paßt Quadraturam Geometricam determinaret. In Patriam poſtes 
redeunti magna mihi intercedebat familiaritas cum Eruditifſimo 

Medico D. Pitcairnio & D. D. Gregorio; quibus ſjgnificavi qua- 

lem pro Qaadraturis Seriem haberet D. Newtonus, quam penitis 


- ipfis ignotam uterq; fatebatur. Poſt aliquot verd menſes narrabat 


mihi D. Pitcairnius D. Gregorium Seriem ſimiliter abrumpentem 
inveniſſe. Ego nullus dubitans, quin eandem tx duabus predittis 

uadraturis ipſi & me communicatis deduxerit, per Litera D. 

ewtonum rogevi, ut Seriem ſuam mihi tranſmittere vellet, ut 
an eadem eſſet cam Gregoriana perſpicerem : Rogatui meo annuit 
Vir illuftriſſimus per Liter «s 19 Sept. 1688 datas ; Nec mirum fi 
parvs eſſet inter utramq,; Seriem diſcrepantia, cum Gregorius, ex 
duobus illis Exemplis & indicatd a me Seriei Newtonianz indole, 


amm 


PREAFATIO. 


ſuam facile deducere potaiſſet ; quamq, ſtatim in Trattata D. Pit. 
cairnii De Inveatoribus pablicandam curævit. Flanc hiſtoriolam © 
Lectoribus impertire æquum videbatur, ut ſoli Newtono Seriem 
illam tribuendam eſſe cognoſcerent. Satius quidem multo fuiſſet, i 
ipſe ( dum vivus eſſet ) Gregorius eandem Orbi Mathematico com- 
municaſſet, quodq; ſe facturum promiſit per Literas dat. Lon- 
dini 10, 04. 1691. Me interim in iis hortatus eſt, at, fi quid 
haberem ad Memoriam ejus in hoc negotio juvandam, id ego quam 
citiſſime ad illum tranſinitterem; quod ſine mora 4 me rem amnem 
deliter ab initio narrante factum erat. Opus enim erat mihi facilli- 
mum, utpote qui omnes ejus & Pitcairmi Litera hanc materiam 
ſect᷑ antes tum apud me habuerim, & adbuc babes, | 
Eso interim (ob plures rationes non jam enumerandas )* nihil 
perquam generale in Quadraturis per hujaſmodi Series eæpectandum 
fore ratus, ad propriam Methollum promovendam Studia mea con- 
vertebam: Nec irritos prorſus fuiſſe conatus colligere potas ex 
Traitatu Anz. 1693 edito, & Spectmine in Actis Philoſophicis 
Anni 1697 de Spatiorum Tranſcendentium Quadraturis, que in 
Geometria omniuo tum novæ erant. Ejaſdem Anno 1702, lange 
ultra emninn aliarum limites promote, Theoremata aliquot gene- 
r:l1a in Act. Phil. Anni 1703 erant publicata. Et magnopere mibi 
placuiſſe fateor, cum perciperem, quod prædicta Series Newtoniana 
Caſum tantum fimplicem Theorematis noſtri pr imi comprehenderet. 
Integram jam Mei hodum cum alis huic affinibus in —— libro 
explicatam B. Lector inveniet. Et ſi quidpiam in his ad Geome- 
triam promovendamſibi occarrat, tum me 2 edendis pro- 
poſitum chtinuiſſe ſciat. 
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CALCULO FLUENTIUM: 


LIBER PRIMUS. 


SECTIO I. 


In qua traditur Methodus determinandi Figreram 
Curvilinearum Quadraturas. | 


—ES]GNENT x Ordinatam, & y Abſciſam Curvz 
propoſitæ, iraq, in omnibus Curvis Algebraicis rela- 
tio inter x & y exprimetur per hanc zquationem, 


ſeil. * = ay” TZ TNF + bz of ac. 
Ubi u, e, s, p, &c. deſignant exponentes quantitatis x, 
& n, r, t, q, &c. exponentes quantitatis yz & a, 6, 
5, bs, &c. ſunt terminorum coefficientes determinatæ; literæ autem 
b exponentes 2, 3, 4, &c. non denotant quantitatis & poteſtates Alge- 
braicas, fed tantum diverfarum literarum locum ſupplent; caven- 
dum iraq; eſt ne in multiplicatione vel divifione fiat horum exponen- 
tium additio vel ſubſtractio: Hanc autem expreſſionem diverſarum 
literarum per unam literam cum exponentibus 1, 2, 3, 4, &c. uſus 


non ſpernendos habere ſzpiſhme invenies, ad Seriei progreſſionem 
detegendam. Deniq; fir Area guæſita Azy + B27 * + Cz? y 


+ Dz*y &c. = F:zyinquaf, b, k &c. denotant exponentes quan- 
titatis 


7 


62 


titatis z, & g, i, I, &c. quantitatis y ex ponentes, ac 4, B, C, D, &c. 
terminorum coefficientes determinatas. Ut ergo obtineatur Quadra- 
rura Figurz cujuſvis propoſitæ, duo ſunt ptæſtanda; prims ut Expo- 
nentes f, g, b, i, &c. Secundo ut coefficientes 4, B, C, &c. determi- 
nentur: Adeoq; Methodus hæc in duas partes diſtribuetur. 


Methodi pars prior: Exponentes 5, 3, b, i, &c. determinare. 
(1.) Ex æquatione propoſittam Curvam definiente inveniatur valor 


quantitatis z per Calculum fluxionum, e quo exterminetur per 
communem Algebram. (2.) Neglectis cocfficientibus 4, B, C, &c. 
ut pote hanc inveſtigationem non ingredientibus inveniatur valor 


quantiratis z per Calculum fluxionum, ex æquatione Quadraturam 


definiente. (3.) Fiat æquatio inter hos duos valores quantiratis z, 
quæ a fraQtis per multiplicationem liberata ita reducatur ut omnes 
rermini fiat nĩhilo æquales, & hæc vocabitur Agnatio reſultant. (4.) Fiat 
comparatio (binos & binos comparando) inter ex ponentes terminorum 
hvjus æquationis reſultantis. (5. ) Quia diverſis modis comparatio- 
nes illæ inſtitui poſſunt, ideo rejiciantur omnes, quæ vel ducunt ad 
abſurdum, vel ad exponentium 7, g, b, i, &c. valores determinatos. 


4 EXEMPLUM I. 
Definiantur Curvz per æquationem trium terminorum (quæ vocen- 


tur Trinomiales) tum omnes comprehendentur ſub hac generali. 


2 = ay + bz y. Unde erit 4zy + B ZI F.zy. Quadra- 
tura omnium, quarum Areæ per duos tantùm terminos exprimi poſ- 


ſunt. Ex utraq; æquatione inveniatur valor quantitatis z, & per Re- 
gulas in Arent, 2, 2 & 3 invenĩetur reſultans | * 
x + 2 7 + n — 12 11 + huh 2 o. 


Comparando termini ſecundi z* 7 exponentes, cum exponentibus 
ter mini tertii (per Art. 4.) erit e f — 1 r=n, unde 
f=e+1,@g=r— 3+ 1. Qunare ſi brevitatis cauſa ponatur 
r erit g = I, &r =e +7: Adeoq,z" = ay + 
bz' Pefiniet omnes Curvas trinomiales; & 4zy BE Fir 
= F:z.y. Quando Quadratura duobus tantum conſtet terminis, 


Sed 


ns Sens... 


(3) 


Sell fl inſtituta fuiſſet comparatio inter exponentes termini ſecundi 


y & termini quarti - ft” tum foret e f- 1, 


@&r=g+r —1, undef = 1, g = 1 ſcil. indeterminati æquales 
determinatis, & proinde rejicienda eſt hæc comparatio, per Art. 5. 


EXEMPLUM II. 


. Definiantur Curvz per æquationem quatuor terminorum (quz VO» 
centur Quadrinomiales) tum omnes comprehendentur ſub hac gene- 


liz" = ay + bz y + bz . Et in his, quarum Quadraturæ 


duobus tantum terminis conſtant, erit Az y + Bz/ y* F. x y. Per 
calculum ftuxionum invenietur (juxta Art. 1.) ex priore 


8 nay  ' +rbz'y  +thaz'y 1 3 
max y + mb =ebxz / Tu- ND iy 
Et (juxta Art. 2.) invenietur ex poſteriori per Calculum fluxionum 
r d pe uw 3. eit 
err ren 
nay TTL Y Sth yo 
max y + m=exbz Tn KA 


1— 4X XZ — 832750 Ii 1 k 
= . Libererur hæc æquatio a ſractis, & 
dy FB 
fiant omnes termini nihilo æquales, & quoniam hæc operatio ſolos 
exponentes reſpicit; ideo, neglectis coefficientibus, reſultans erir 
NT HT HIT tx 


5 = 0. 


Jam comparando terminum ſecundum z y cum termino quarto 
21% 81 erit e = f—1,n=gs +n—1, unde f = ei, 
g=r—n-+ 1, Er comparando terminum tertium x ; cum qum- 


to: 1 ETC its = eb fol= 2% t=g+r—1. 


Ergo fi. brevitatis cauſa ponatur r - » c, ſeur 6+ », et 
12 72 


(4) | 
z=c + 1,t=2c+n. Et proinde a2 = oy + be ff . 


e Et Azy + Be? - > = F.zy, quando Area per duos 
rerminos exprimitur. 


Et ſi Area tribus conſtet terminis Azy + BY! y* C =P.) 
invenietur per ſimilem Calculum f e , cr, ö ze, 


120 + 1, & ſi quatuot conſtant terminis Azy + Bz y* CY 


Nec-non fi Curvæ propoſitæ definiantur per zquationem quing; 
terminorum z" = ay + bz*y Nb + b1 2” 5, invenietur 
per Calculum jam expofitum (poſito r = # = c)s ='26, t = 2c-þ n, 
p = ze, = 3th 


COROLLARIUM I. 


* 2 ay 4- bet 5 + pL 4 5235 peu baht e 
&c. Eſt æquatio definiens omnes Cutvas Algebraicas, quarum Qua- 
draturæ per hanc Methodum Geometrice determinari poſſ.nt. Non 
quod omnes figurz ſint Geomerrice quadrabiles, quarum Curvz defi- 
niuntur per æquationes ſub hac generali incluſzs; ſed quod conditio 
fir neceſfaria Quadrabilicatis, ut Curvarum æquationes contineantur 
ſub tali generali, in qua quantitatis z exponentes fint in hac 
progreſſione arithmetica; e, 2 e, 3 e, 4e, 5 e, &c. & quantitatis y ex- 
ponentes in hac u, c +, 2c ＋ M, 30 ＋ , 40 1 , 5c , &c. 


COROLLARIUM I. | 
ATE CAA DB EER 


** Nc. F: x j. Eſt expreſſio lis Quadrature, quando Cur- 
vz ptopoſitæ zquatio continetur ſab æquatione generali in Corollariot. 
exhibita. | 

Methodi pars poſterior Coefficientes 4, B, C, &c. determinare. 


Ex valoribus quantitatis ⁊z deduQts ex zquationibus in Coroll. 1 & 2, 
exhibitis invenietur-ZZquatiorreſultans, ut in Art. 3. oſtenſum eſt. Er 
æquationis hujus uniuſcujuſq; termini coefficiens —— nihilo æqua - 
lizz unde novæ orientur zquationes, quæ poſt debitam reduttionem 
dabunt quæſitos valores quantitatum 4, B, C, &c. & fic innoteſcet 
Series, quæ Quadraturam quzfiram t. Serie 


r —— 
I * 
—— * 3 


($3 


SECTIO IL 


In qua. traditur Methodus inveniendi Conditiones 
Quadrabilitatis. 


Uoniam plures orientur æquationes, quam quz (juxta Methodi 

part. poſt.) ſufficiunt ad determinandas coefficientes 4, B, C, &c. 

ideo ex re 8 reductione invenientur Quadrabilitatis condi- 
riones. 2. E. I. 


COROLLARIUM I. 


Tot ſemper ſunt Quadrabilitatis eonditiones, quot ſuperſunt æqua- 
tiones, poltquam (per Methodi partem poſteriorem) determinantur 
A, B, C, &c. & de his conditionibus notandum, 72 una reſpiciat 
exponentes m, u, e, cz reliquæ vers coefficientes a, b, b*, b3, &c. te- 
ſpiciant. 


EX EM PLUM I. 
Invenire conditionem Quadrabilitatis pro curvis Trinomialibus 
=" = ay T bz y, quando Area figurz tribus conſtat terminis 
ſcil. 42) + B22 „ + C 5 F. x). Ex priori invenies 


N nay '+c+nxbe ft". 
per Calculum fluxionum, z = == e 


mz 
Et exterminando x per communem Algebram, invenietur valor 
nay T cSmnxbety tn! 


1 C7 3 


quantitatis z = —— — - 
max y + m—=exhz Jy 


Similiter ex æquatione Aream quæſitam conſtituente invenietur. 


. 


Ay IF Ii 
9 | Unde 


(6) 


nay + c TAXI 


Unde ex urrcq; crit æqualis 


max y TEM -en bz ft" 
J— 4Xxz +c+ Ix —- BYf'f +2 F1x— C= 5 
Ay IX BZ +27Fix Ont gr 


Hzc æquatio polt debitam reductionem dabit illam quz reſultans 
vocatur. 


mA) + c + nxbA4 +c+nxe+1xbB 

758 naxe+1XB x '* nax2e+1xC 227726 (0 
me N A- 1 m—exc+1xbB 
maxc +1xB max 2c+1xC 


+ c+n x2e+1 095 46 dw uH 
4 m—ex2c+1XxbC 


Ponantur trium primorum terminorum coefficientes nihilo æquales, 
etit ma 4— ma + nad =0,c+nxbA+naxe+1x8B + 
m—exA—1xb+maxc+1ixB=0. c+nxe+1xbB 


+ nax 2e+1xC+ m—exc+1xbB+ max2c+1 x 
C = o. Ex reduQtione harum trium æquationum invenientur valores 
cogniti quantitatum i itarum 4, B, C. Et quia ſupereſt ad huc 
alia æquatio ponendo ultimi termini coefficientem nthilo æqualem 
ſcil. c +3 x 22+ 1 + m—ex2c+1 o, ideo hxc æquatio 
oftendit quznam debeat eſſe exponentium relatio, ur Curvæ Trino- 
mialis Quadratura Geometrica per tres terminos exhibeatur, id eſt, 
bæc æquatio dat Quadrabilitatis conditionem quæſitam. &. E. I. 


EX EM PLUM II. 


[nvenire conditiones Quadrabilitatis pro Curvis Quadrinomialibus 
quarum Quadraturz per tres terminos exprimuntur. 


Ex æquatione 2 MK ay up br y 4 52 * „ & æquatione 
Quadraturam conſtituente ſcil. 4 2) + Bat" of + Cuff * 7 
= PF: zy, invenietur tio reſultans per calculum in præcedenti 


w 


490 


255 + 457234 +c+nxet16 


DARE ? naxe+1B 7 te. 
m—exA—1b max2c+iC \ 2 2ctp6 
maxc+18B m—exc+1bB 


2c+nx bY 4 
m — 2e x4 —1xh 


+c+nx2e+1 50 x + 2c X20 1 . vue th 
m—ex2c+16bC ele m—2eXx2c+1x6b*C 

2c Tue +16*B | 

m—2exc + 16*B 


= ©, 


Ex tribus primis æquationis hujus terminis invenientur valores in- 
cognitarum 4, B, C; & quia duz adhuc ſuperſunt, ideo duz ſunt 
Quadrabiliratis conditiones z quarum altera reſpicit relationem Expo- 


nentium, & habetur ex ultimi termini coefficiente 2c -+ nx e +1 


+ m—2eX 2c + 1 = ©. Altera vero coefficientes a, b, l reſpicit, 
& invenietur ex æquatione inter valorem Quantitatis C ex termino 
tertio deductum & valorem ejuſdem deductum ex termino quarts. 
Sed ex termino tertio invenietur 


m—2ex 1—4-+2c +» x — * 
mX 2c TITAN 2e+1 


C = 


. ̃ ̃ —— MD x; oe quno 
mx 2c +$1+3Xx2e+1 


o = 1 Ze 
m—ex2c FIT TAN 27 b 
Unde ex utraq; erit 
m—2ex1—A + Ic tnx—A,b> 
wx 2c+i+nx2efti © 


(8) ore 
7 LESLIE i+c+xxe+1,, bB xqualls 
mx2c +3 +#XxX20e+1 > 
m—2exc+1 + 2c+nX e+r,_ 5B 
m—ex2c+l +c + nx2e+i 


b 
Si in hac zquatione pro 4, & B ſubſtituantur earum valores, qui 


facile inveniuntur ex coeffiicientibus primi & ſecundi termini æqua- 
tionis reſultantis, habebitur altera Quadrabilitatis conditio, id eſt, 


ut Fi ra fir Geometricè Quadrabilis, oportet ut coefficientes 
— er que per æquationem ultimam aſſignatur. 


COROLLARIUM I. 


Sit N numerus terminorum zquationis Curvas propoſitas definien- 
tis, we = 5 —— 75 "TI ita Quadrabilitatis con- 
ditio, quæ reſpicit exponentes; nimirum deber numerus per hanc 
quantitatem Algebraicam expreſſus eſſe integer & poſitivus: Unde 
in Curvis Trinomialibu debet g -, eſſe numerus integer 


& poſitivus; nam in his N = 3 ; fimiliter in Curvis Quadrinomia - 
; 2c —2e+m+n" 1 
libus debet ——5—75— eſſe numerus integer & poſirivus, 
nam in his N = 4. Et fic in cæteris. 
COROLLARIUM NI. 


Quando figurz propoſitz ſunt Geometricè Quadrabiles, tum 


— —— N E m ” 

= 2c + 20 2 2 4 1, eſt numerus terminorum 
(ab initio ſumptorum) Seriei, qui Quadraturam quæſitam conſtituunt. 
Quoniam in zquationibus Curvas definientibus, z & y exponentes obti- 
nent indefinitos, ideo neceſſe eſt ut Quadraturz exprimantur per Series 
infinitas, ut in Coroll. 2. Se. 1. fi per Methodum in hae ſeQione 
explicatam conſtet Figuram propofitam eſſe Geometrice quadrabilem, 
tum definitus Seriei terminorum numerus Quadraturam illius Geo- 
metricam conſticuer z eſtqʒ numerus iſte, qualis in hoc Corollario aſ- 

| fignatur. 


(9) 


fignatur, Sin Figura propoſita non fit Quadraturæ Geometricæ ca- 
pax, tum ipſa Series infinita Figurz iſtius Quadraturam exhibebir, 


COROLLARIUM 1V. 


N— 2 eſt numerus conditionum Quadrabilitatis, quarum una 
ſemper reſpicit exponentes; reliquz vero ſpectant ad coefficientes. 
Poſſunt quidem omnes hx conditiones quæ coefficientes reſpiciunt ſub 
una involvi; ſed neceſſaria illa coefficientium a, b, b*, ö, &c. relatio 
multo faciliùs apprehendetur, quando conditiones illz in plures reſol- 
vuntur; quales contingunt ex comparatione terminorum æquationis 


reſultantis. 
SCHOLIUM. 


Quia diverſis modis comparari poſſunt (juxta Regulam in Partis r, 
Art. 4.) exponentes terminorum æquationis reſultantis, ad determi- 
nandos, ,. J, b, i, &c. ut jam notavi in Art. 5, Methodi Partis 1. 
Seck. 1. Et quia lures ex iſtis modis diverſis exhibeant expreſfiones 
Quadratutæ diverſas; quibus proinde diverſe competunt Quadrabi- 
litatis conditionesz ideo hanc materiam in hoc Scholio explicare vi- 
ſam fuir, eſt enim in hoc de Quadraturis negotio magni momenti, 
quamvis illam ne adnotarunt quidem haQtenus Geometrz, utpote 


Methodis utentes non eo uſque pertingentibus. 
Reſumatur itaq, Exenplum 1. in Seck. 1. z" = ay" + bz*y", & 


Azy + B27 y* = F:zy. Quando Area duobus tantum terminis 
conſtat ex his invenietur reſultans. 


mal + rb 4 — nfaB f-1 gta-:z 
— na 5 75 Tg- J 
144 — eb4>zy 
— mb ) 

755 + eb 
+ xr 
+ „ . 
— eg B 


Jam non tantum comparari poſſurit exponentes termini ſecundi & 
tertii, ut in Sed. 1, & ex qua/invenitniis f =e+1, g=r—n+1, 


ſeu (poſito c = — 193 * 6 + 1: Adeoq; Azy + Bz. ft? 
= F:zy: Sed etiam compare f poſſunt exponentes terminorum pri | 


( 10 ) 


mi & ultimi; unde» =g +r—1,c+ f—1=a-o,; adeog; 
f=1—ecg=n—r+1=1=c, qui dant Azy + Bz' 5 
F: xz). Duæ itaqz ſunt expreſfiones Quadraturæ; & ſicut per 
Merhodum in hac Sectione explicatam inventa eſt c + nxe +7 
4m —exc + 1 =o, conditio Quadrabilitatis primæ expreſſioni 
competens; fic per eandem methodum invenies, quod » x 1 — + 


4+ mx1—c = o, ſit Quadrabilitatis conditio quæ convenit ex- 
preſſioni ſecundæ. ; | 

Et quidem notatu dignum eſt diverſas illas Quadraturarum ex- 
preſſiones diverfis æquationis Curvas propoſitas definientis formis con- 
venire, quod per Exemplum ſequens illuſtrabitur, 


Sit z* = ay + bzy; hæt diviſa per 2 ad hanc fecundam for- 
mam 2 = by + az” *y"* reducetur. Jam pro priori forma 4 zy 
+ BY f = Pizgg Az) + Buy = F:zy; ut ex 
conditionibus utriqz form gratis patebit. 

SE C31 O: III. 
In qua traduntur Theoremata ex Methodo prece- 
denti deducta. 


I. F He:orema generale, quod exhibeat Quadraturas omnium Figura- 
F rum, quarum Curve definiuntur per zquationem trium termi- 


norum. Eftoz" S TZ Zquatio generalis; quz definiet 
omnes Curvas Trinomiales, Sed per Coroll. 2. Se8. 1. N l 


F. x) = Azy+ B2 Ft? + ne + D ett + 


EY „e gc. Et per in Furt. 2. Seck. 1. traditas 
ms 1 B, C, &c. ſcil. "— | 


* ZA An 

xXxc+1i-+nxXe+1 

xc+1+c+nxe+1, bB 
mx2c+1+nxietx * 


2c ＋ u, 3c + n, &c. Sed 


(11) 


_m—ex2c+1+c+nxX2e+1 bC 


D x 2 — 
mx 3c +i+nx3e+1 - 

2a S=exzcti tetwnxzett bD ; 
mxX4c+1+nxgqgetl 2 
FP eee 
5 


m XK FIT x uXxX5eTI 


Ex his ſex terminis manifeſta eſt Seriei progreſſio in infinitum ; 
adeoq; innoteſcit Quadratura generalis omnium figurarum, quarum 
Curvz ſunt Trinomiales. Et hx figuræ Quadraturam admittunt Geo- 


metricam, quoties — - —= 77 ” eſt numerus integer ac poſitivus: 


Et hæc Quadratura Geometrica habetur ſumendo tot, ab initio, ter- 


minos, quot ſunt unitates in numero per - — ＋ I, 


deſignato. 


DEFINITION E S. 


Ex zquationibus Curvas definientibus (quz includuntur ſub æqua- 
tione generali exhibits in Coroll. 1. Se8. 1.) illa vocetur Completa, 
in quibus Quantitatis z exponentes ſunt in hac progreſſione Arith- 
metica e, 2e, 3 e, 4e, &c. & exponentes quantitatis y in hac u, c + u, 
deſint unus plureſve termini inter · 


medii, tum vocabitur 


II. Theorema exhibens Quadraturas omnium Figurarum, quarum 
Curvz definiuntur per æquationem completam quatuor terminorum, 


fell = 27 + bu y*" + b a 
Jam per Coroll. 2. Sed. 1. Quadraturz quæſitæ exprimentur ut in 


Theoremate I. Et fi determinentux 4, B, C, &c. per regulas in Sec. 1. 
traditas, invenies. l 


SEN, b 


— — 


1 TT 2 
= T- e iK NN - 
| mxX2c+i+nx2eFi yp 
. deb nxen x Eo mnek ict ib et wx iF ie 2 
Te mx iI +nx3e+21 N 
. + a=oxzebi+ofuxjefrx—? 
N +nx4e+1 _ 
. ————— 
* Xx J FI T= Fei 


Ex his ſex terminis patet Seriei progreſſio in infinitum, adeoque 
Quadraturam exhibuimus generalem omnium figurarum, quarum 
Curvz definiuntur per æquationem completam quatuor terminorum. 
Et in his duz ſunt Quadrabilitatis conditiones; quarum altera poſtu- 


„20 — 28 KNA 
6 


vero quz ſpectat ad coefficientes a, ö, li invenienda eſt ut oſtenſum 
elt in Seck. 2. Et quando he figuræ ſunt Geometricè Quadrabiles, 
tum tot Seriei termini ab initio ſumpti (quot ſunt unitates in numero 


TOOLS + 1) Quadraturam quæſitam conſtituent. 


— Mm en 
Ill. Theorema exhibens Quadraturas omnium Figurarum, quarum 
Curvæ definiuntur per æquationem completam quinque terminorum 


-Teil. 2 = a Tb F T- + 5 * 

Jam per Coroll. 2. Sec. 1, Quadraturæ quæſitæ exprimentur per 
F:zy = Azy + Pf on oe TRL DE Se. 
E 8 Kc. | 

Et per Regulas in Se8. 1. invenientur 4, B, C, &c. ſeilicet 


C = 


fit numerus integer & poſitivus; altera 


D = 


E = 


m—3e K 1 — 4+ 1 
m „ ITI TN Je I * 


- + 1 + 23c+nxe + 2. biB 


m—2eX3c+1 + 20 NN #0 


m=2exe +1 +2ctunxe+ 1 þ*B 
mX3c+1 + nx3e+1 

m—exzctt+c+nx2eti, 50 
MX 3c+1 TMN 3e+1 a 


m—ex3c+l + r Je! 1 
r 


m N FI + 2x 5etl 


m FTI TA TIES 
A — 2 


mn „ Fc TI T * FORT 
E 


( 14 ) 


Ex his ſex terminis manifeſta eſt progreſſio reliquorum : adeoq; 3 
exhibira eſt Quadratura generalis omnium Figurarum, quarum Cur- 
væ definiuntur per Æquationem completam quinque terminorum. © 
In his tres ſunt Quadrabilitatis conditiones, quarum una eſt, ut 
2c —2e + m+ 

— — e e 
(quæ ſpectant ad coefficientes a, b, bo, b3) inveniuntur ut in Set. 2. 
„2c — ze +m+n ; 
Deniq; cw e 68 N 
ut Quadraturam conſtituunt, quando Figura Quadraturam admittit ® 
eometricam. | | 


ſit numerus integer & poſitives z; duæ reliquz k 


+ 1 eſt numerus terminorum Seriei, 


IV. Th:orema exhibens Quadraturas omnium Figurarum, quarum 
Curvz definiuntur per Æquationem completam ſex terminorum ſcil. 


2 4 ay + be yt" oo ha wt yoo “ + biz? 5 oþ be fe. 
Per Calculum in Sec. 1. traditum inyenies 4, B, C, D, &c. ſcil. 


—ů—ůůů 


m—3 X I 22 , by 
| mxX3c+1 TAN 3e+1 6 


m—2exc-+ 1+ 2c+1nxe-+ 1 b* B 


2 = —— 5 
mx-3c+1 + 3x 3e 11 


m—e2xz2eti+7Fnx2eti bC 


mM 306 I nx S7 F 


* 


409-3 


m—gexT—A+qgctnx —4, 
a 


mx4c+I Tu Te 
ö EE +1, 6B 
| - Ju mx 4cÞ1 + nx JI 0 
2 2c+#nx 2051, b'C 
mx4c+1- + 3x 4e+lI 7 
m—ex3cti +e+nx3zetr, 6D 
8 mx4c+1 + nx 4e 


m=zexc Fi +qctunxetl, b4B 
„ TI + wx 71 
| m—3e x 2c+1 + 3c+nx2e+1, _ h3C 
' m Xx 5c TI +nx5e+1 
Dee 

mx FTI T nx 6 1 x 
1 ALT ECL SINE 
V fe + nx 5 ei 


Ex his ſex terminis patet reliquorum, in infinitum, progreſſio; 
adeoq; exhibita eſt Quadratura generalis omnium Figurarum, qua- 
rum Curvz definiuntur per Æquationem completam ſex terminorum. 
In his quatuor ſunt Quadrabilitatis condiriones, quarum una eſt, ut 


4c A gt numerus integer & poſitivus; & reliquæ tres 


— en — en 
4c — 4e KMA 


inveniuntur per regulas in Seck. 2. traditas. Deniq; . — 7 


+ 1 eſt numerus terminorum Seriei, qui Quadraturas Geometricas 
conſtituunt. 


5 
1 — . 
2 


SCH O- 


(6) 
SCHOLIUM. 


Si diligenter obſervetur compoſitio valorum, quos obtinent quanti- 
tates 4, B, C, &c. in quatuor Theorematis jam adduQis, facile per- 
cipietur compoſitio valorum earundem, quando Aquatio Curvas de- 
finiens conſtat Septem, Octo, Novem, vel quotcunq; terminis. Hiſce 
iraq; ulteriùs explicandis immorari non erit opos, tum jam tot Me- 
thodi hujus Exempla adduxerim, ut fine ullo Calculi Labore exhiberi 
poſſunt . Quadraturz generales, pro Curvis quæ definiuntur 


per Aquationes utcunq; compoſitas. 
Corallarium generals. 


Invenire Quadraturas Figurarum, quarum Curvz definiuntur per 
FEquationem quamlibet deficientem. 


Deſtruantur omnes illi termini, quos terminorum deficientium 
coefficientes b, b*, 53, &c. ingrediuntur in valoribus quantitatum 
A, B, C, &c. compuratis ex Æquatione completa — tam Aqua- 
tionem deficientem includente; reliqui horum valorum termini erunt 
valores quantitatum A, B, C, &c. pro AMquatione deficiente ptopoſita. 


EXEMPLUM I. 


Invenire Quadraturas omnium Figurarum, quarum Curvz defini- 
untur per hanc ionem deficientem 


= =af +bry*"+ b pt". 
Quia hzc ſub completa Theorematis Ill. includitur, & quia hic deeſt 


terminus b 2 „ „ ideo en Theoremate III. deſtruo omnes ter- 
mines, quos I ingreditur: Unde pro deficiente propoſita erit. 


mX2c+1 + nx 2e+1I 
m=zext —4+3ctux—4 þ 
m X 3c+1 + 1x 3e+1 
m—ex2c+r+c+nx2c+I. 50 
| m X JI T Au Je IT 
ED. 53 
* mX4c+1 +nx4e+1_ 
w—=exzcet tc+xx3eti 3D 
mx 4 ITW 4e 
1 — 3e * TI + 3c n Xx T7 1 SS 
m X FI + 7.x ge+T | 
1 — e Ac I A A Ne 1 ne” 
m x 5e I ＋ ** 5e I 
EX EMIL u M II. 
Invenife Quadraturas — Figurarum, quarum Curvæ defini- 


untur per hanc Aquationem 
* = ay + bx 1 4 5 z 9 a 


D = 


Quia hæc includitur ſub completa, ex qua Theorema IV. deducitur, 


& quia hie deſunt þ2 z** & U , ideo ex illo Theore- 


mate deſtruo omnes terminos, quos þ* & b3 * Unde pro 


gcficiente propoſita 


1 A'S 


(1s) 
48 


FF 


| mx +1+#uxe+4 
PP 1 — 9 


mx c TI TAN 2e+1 N 
D 2 . 13 
mx 30-1 ＋ * 36+1 2 
224 . by 
1 m ATI +nx4c+1 « 
CESSES EXECS — 
mx4c+1 T* 4771 by 
1 3 
'F w mx ici TI Ii y 
SEAN er 
mx Je Fi + nx JI 6 


Conditiones 8 & numerus terminorum Serlel, qul 


eonſtituunt — ro adraturam Fi | a ym quarum © 
definiuntur per cientes coinci 
nlunt #quationibu ills e com) que deficientes includunt, 


nt cum iis, que conve · 


| SECTIO 


(19) 
SECIIO IF 
In qua traduntur Negulæ applicandi Theoremata 
præcedentia ad Figuras particulares. 
S 1188 Agquatio Curvam particularem definiens ita, ut unus 
terminus ex ſola-z conſtare poſſit, fitq; ille terminus altera 
* Zzuationis, omnibus reliquis terminis ad alteram partem tran- 
tis. | | 
2. Mquationis fic reductæ termini comparentur cum terminis Zqua- 
tionis iſtius generalis, quæ propoſitam particularem comprehendit z 


ex hac comparatione invenientur exponentium , u, c, e, & coeffici- 
entium a, ö, 0, þ3, &c. valores. 


3. Subſtituantur hi valores I illo Theoremate generali, quod dedu- 
citur ex illa Æquatione quacum propoſita fuir comparata z & fic ha- 
bebitur Quadratura Figure particularis propoſitæ. | 


EXEMPLUM l. 


Sit x3 + y3 = zy: Seuz? = — yi + bzy: Ex comparatione 
hvjus cum Trinomio generali cricmw = 3,n=3,e=1,c=—2, 


a=—1, b = hb, & quia hi exponentes efficiunt on = 


fit numerus integer & poſitivus ſcil. 1; ideo figura propoſita eſt Geo- 
metricè Quadrabilis, & quia — — 2 +1 =2, deo {i in 


duobus primis terminis Theor. 1. ſubſtituantur valores quantitatum 
m, u, e, c, a,b modo aſſignati, habebis figure propoſitæ Quadraturam 


ſcil. F. a) = 423 —=4bwy" 
EXEMPLUM M. 


Sit — = ay + bz- 3 ex comparatione hujus cum generali 
in Axt. 1. $8; 3. enn x=1, „18, c = 24 & quia 


e 


£ — Cj — CN 


(20) 
admittit Geometricam; adeoq, fi in Theor. 1. ſubſtituantur modo aſ- 
ſignati valores quantitatum m, u, e, c, habebitur Figurz propoſitæ 


| : . b bb 
Cynon 2 F. 7 ** 8 . 7 * — 2 


E 355. 


EX EM PLUM III. 


Sit 2 = gz; ex comparatione hujus cum generali 
erit m = 5, #=1, = 9, c= 1, 4 = pp., b = 9. Sed 


c — + m + » 


= 4; & proinde fi in quinq; primis terminisT beor, x. 
ſubſtituantur modo affignati valores quantitatum n, x, e, c, a, b, erit 


= gn x _ Say” 1 8930 y+. 

F:zy =+4 2) +39" potz Pp Þ+ 2900p PAP RE = 

2 p3* 236 

| 16955 4 
15 255; 


EXEMPLUM IV. 


Sit 25 = 457 — pz” * ex comparatione 4 cum Trinomio 
generali erit W g, „ = , e = ), = , b = —p; & quia 


pn nh = 1, ideo Figura propoſita eſt Geometrice. Qua- 


— C7 — en 
drabilis; & Quadratura habetur ſubſtituendo valores quantitatum 
ms, 1, e, c, þ in duobus primis terminis Theor, 1. ſcil. F. zy = 22 2 
* 184 pz* 1 


2354 


EX EMIL u M v. 
Sit => = 4 — + 2 y + az* 53+ ex comparatione hujus cum 
generali Quadrinomio (ex quo Theor. 11. — oma, ay 2, 


2c —2e+Fm+n 
Den — en 


= 1, quæ eſt 


»=—1,c=2, e= 3; unde 


( ar ) 
20 —28-þ mb vr 
Geometricæ Quadraturz capax: Et quia —T + 1= 2, 


ideo Quadratura illa obtinetur ſubſtituendo prædictos valores quan- 
titarum m, u, e, c; b, 6* in Theorematis II. duobus primis terminis; 


F. x2) = 22) —ziy. QE. I. 


Notandum 1. Quoniam Æguatio propoſita ad plures formas reduci 
poteſt, & quia (ut in Scholio Sed. 2. obſervatum fuit) hx diverſz ſormæ 
diverſas poſtulant Quadratutæ expreſſiones, & diverſas Quadrabilitatis 
conditiones, ex Methodo præcedenti facile deducendas, ut in Scholio 
prædicto oſtenſum fuit; ideo in applicatione generalis cujuſvis Qua- 
draturz ad Figuram particularem datam neceſſe erit Ægquationem par- 
ticularem datam reducere ad illam formam, cui competit illa Quadra- 
bilitatis conditio (exponentes reſpiciens) quæ aſſignatur generali Æqua- 
tioni particularem datam includenti: Et ſi nulla ſit hujuſmodi forma 
Aquationis propoſitæ; rum non datur (per hanc faltem Merhodum) 
Figurz propoſitæ Quadratura Geometrica. 


EXEMPLUM I. 


Sitz3 = ry + 32. = *y*7 Fquatio data, qua comparata cum generali 
datm=3,n=5, e=—2,c=6, unde LED non eſt 


numerus integer & poſitivus, adeoqz ſub hac forma non obtinebitur 
Quadratura figurz propoſitæ ex Theor, 1: Sed fi Aquatio data multi- 
plicetur per z?, tum reducetur ad hanc formam z5 = zy'* + x22 yg 
unde comparando erit m =5,n=11, e=2, c = — 6 z atq; hi 
valores ficiunt —— . numerum integrum; & poſitivum, 


— 4, — en 


adeoq; ſub hac ſecunda forms Figurz propoſitæ Quadratura obtine- 
bitur ex Theor. x. 


EXEMPLUOM I. 


Sit w ry + +22 Ae data; hre comparata cur ge: 
nerali datm=2, 1 2 2, 2 2, c= o, unde. 


eſt s in & poſitivus, adeoq; ſub hac forma deduci 
— poreſt — en Hane! Sed. fi Kquatio data _ 


(22) 
tur per z*, tum erit z* * rz , unde comparando hanc 
cum generali eritm = o, t= 2, e=— 2,-c = o; & hi valores 
c —e Xun . 


faciunt ut 3 om —en = fit numerus integer ac poſitivus, & pro- 
inde ſub hac forma habetur Quadratura ex Theor, . 


Vix opus eſt, ut moneam diverſas illas formas obtineri dividendo 
ZEquationem datam per Quantitatis z poteſtatem in unoquoq; termino: 
Unde patet Aquationem ad tot diverſas formas eſſe reducibilem, quot 
ſunt diverſæ poteſtates quantitatis z in Æguatione propoſita. | 


Regule inveniendi Fquationem generalem, que 
 quamlibet particularem propoſitam comprehendet. 


Þ* Zquatione generaliſimd in Coroll 1. Sed. 1. manifeſtum eſt, 
4.5 quod in eodem termino idem fir numerorum e & c multiplus. Jam 


ſecundus terminus Æquationis quæſitæ ſemper eſt ay" , qui reſpopdet 
illo termino Aquationis datz, in quo ſola 9 (cum dererminatis) occur- 
_ Tir, & proinde u eſt numerus cognitus. Sit p exponens quantitatis z, 

&. exponens quantitatis y in tertio Æquationis datæ termino; p?, g 
exponentes earundem in termino quarto; p3, q3 in termino quinto; 
& fic porro; ubi exponentes literarum p, q adhibentur ad denotandos 
diverſos numeros datos. Sit etiam I multiplus numerorum e, c in 
termino tertio AZquationis generalis quæſitæ; > multiplus eorundem 
in termino quarto [3 multiplus in quinto; & fic porro. Unde 
le =p, & Ic ＋ un g, be =p, &Þc TA =, Be ps, 
1c + #n = 9?, & fic porro. Ex debita harum reductione invenies 


1, * E., 1E, Nc. Sed I, I, I, &c. Sunt numeri in- 


ce 
tegri & poſitivi, ergo talis debet eſſe valor numeri e, ut E. - 2 &c. 


fint numeri integri ; ex cognito autem e, cognoſcuntur c & V, ad 
& Zquatio generalis quæſita. Q. E. I, 1827 


EXE M- 


(23) 


EXEMPLUM I. 


Sit 23 = ay + rz % + 327939, In hoc caſu m = 3, 1 2 2, 
p=ap=7319=8,p=5 hon . 4 4 
ſint numeri integri & poſitivi oportet ut fit e = 1, adeoq; I = 4, 


91— 1 _ I8 — 2 


I» = 7, unde c ; : = 4. Si ergo in Aquatione 


data pro z3 ſubſtituatur z" & ay" pro a, & le (ſeu 4e) pro p 
(ſeu 4) & Ic + A (ſeu 4c + ) prog (ſeu 18) item Þ e (ſeu e) pro 
p* (ſeu 7) & etiam Þ c n (ſeu 7c + #) pro 9 (ſeu 30;) AEqua- 
tio erit z" = ay + 18 ** + 1 7, quæ eſt generalis 
quæſita. a g 


EXEMPLUM I. 


Sit 2+ a + 7 * * 12 5 5. Ubi m = 4, 3, le , 
Þe=1: Ude 1 =, Þ => ut16 V. fint numeri integri & 


poſitivi, eſto e = 5, unde 1 = 2, Þ = 3: Sed etiam per Regulam 
precedentem Lc + , ſeu 2c +5 =}, undec = — 4; fi ergo 
in Zquatione data pro 4 & 5 ſubſtituantur n & n, Ic + , (ſeu 2c +n) 
pro , & Þc + u, (ſeu 3c. + n) pro — + erit- 


1 =ay + rx pf" + 12 . Q. E. I: | 


N. B. Cum innumeris modis ſumi poſſit (e) tamen quo major eſt 
numerus, eò fimplicior erit Aquatio generalis ; & proinde ſumatur 
ſemper maximus valor numeri e, ita ut I, Þ, [3, &c. lint integti & 


poſitivi. | 


SECTIO- 


= 
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oo. 
De Cuadraturis Figurarum Geometrice irrationalium. 


Ujuſmodi aliquot Quadraturas edidi in Adi Philoſophicis R. 8. 
1 Angi 1697. Jam ipſam Methadum (vel potius Methodi cujuſ- 
dam Elementa) variis Exenplis illuſtratam ſum traditurus. 


Si in Zquatione Curvam ADE TT 
definiente occurtat alterius (non {| 
reQificabilis) Curvz 4 CH arcus 
AC u, cujus abſciſſa 4B = y ea- 
dem fit cum abſciſſi Curvæ ADE, 
cujus Ordinata BD = z; tum illa 
Curya vocetur Geometricè itratio- 
nalis, vel ſimpliciter, irrationalis : 
Er ſpeciatim fi AC H fit Curva ra- 
45 abe 1 —— 
4 ' Curya irrationalis prim 

2 * ad has ſolas ſpectat j 


thodus. jam tradenda; adeoq; B err 8 

v = AC ſemper elt arcus Curræõ« | 

rationalis, quz definitur pet . 
tionem, cujus termini lineis tantum » | * 


1. Ad Curvæ AC H punctum quodvis C eſto — — C Taxi AB 
occurrens in puncto T 2, Inveniatur Tangentis CT valor Analyticus 
per » & datas expreſſus; & per x denotetur- pars iſtjus valoris quæ 
ub, vinculo radicali Quadratico continetur, poſtquam — 

. 2 quantitate y liberatur, ut in Tractatu de Quadraturis Anni 
1693, edito oſtenſum eſt. 3. Pofito quod e fit exponens dimenſio- 
num ad quas indeterminatæ z, , v aſſurgunt in Aquatione Curvam 


ADEd fiat involutio hujus quantitatis v + x + y + * 6 
cientibus numericis ex inyolutione oriundis, affici- 


anew tein 
antur ni coefficientibus incognitis 4, B, C, &c. & ſumma omni - 
um ponatur quantitati P. z y Zqualis, —— 


(8) 


tions & eliminentur u, xz & poſt alias uſitatas reduftiones 8 
gquatio, quam voco reſultantem; cujus termini more uſitato compa · 


rati dabunt 4, B, C, &c. adeogz F. zj ſeu aream quæſitam. A no- 
niam Agnatio per Reg. 3. conſtituta ſæpiſſimè plurimos — 
terminos inutiles, ideo in ſequentibus tales ommittuntur, quos Cal - 
comm expertus ad Quadraturam non ſpectare deprehendl. 


EXEMPLUMI' - , 


Sit x = v, ACH Semicirculus, No en gh 80 inve- 
nire Quadraturam Areæ ABD, X 


In hoc & ſequentibus de- 
notentur quantitates ut in 
ptæced 1 Jam 


TC = - 5 Y3 - 


unde & = VIFFDZF; 8 
in hoc Exemplo e = 1. 15 


go etiam v + x + y + rÞ 
2 cujus termi- 

5 coefficientibus 4, B, C, 

&c. affecti conſtituent Qua- 


r uzfitam F- z y, 
— * terminis in- 


— git 4 v + By 
+ Cysx + Dx = F. z. 
Hujus fluxio per regulas „ | 1 
er 


oa dabi = Ne = HN „r ; 
— — 20 % S > _— _ — # 
e 3 t . 


, , } 


7 o + Boy ert 
X 3650, 2 1,043, e 


— ́à 3 4 


he ths 4, unde ABD ee 


4 we | EXEM- 


[ 
' 
' 
{4 
1 
ö 
| 
' 


= PF: x), & per Reg. rere: 


- ——— — — — ——E 


iz 4 CH, cujus axis A F, 


(26) 


EXEMPLUOM u. 
1 — — V2ay—y, 


ubi. u. denotat arcum 40 genetoris, cujus IAameter 
4 = 2a; adroq x V= * 


Jam quia e = 1, invenietur ut. ſupta 4) v + BVT Cyx + Dx 


& proinds 45D = yv — ©, + LI en. Weſt, WD 


> A Q K I. 


EX EM PLUM II. 


Sit z = v, ubi (in — — 


JamTC = 2v2a5 , adeoqzs ="vIay+ yy. Bt quia 


e=1; ideverit Ayv + BUT Cyx + Da = F: A cujus fluxio 
poſt debitam edu dionem dabir 


+4 +'2C + 45 > 
eth Tab 4 15555 . : 
; + 30s * 


7 OOLDEILE: 13 20 b 
nb m 10+ e VI + = F. z). 
 EXEMPLUM x. 


Sit (in Fig. 1.) ADE. os nance 
contraria : tum per co nem Bernoulianam etit x2 = 3 — 
FRET, a arcus AC 8 cujus Axis 4 F 
1 Erit 


. — 1 ? * 
| 1 a | ch 
' = * 


C9} 


Erie (ut in præcedenti) x = V2ay ;; & quia in hoe caſu 


e = 1, ideo 4yv + Bv + Cyx + Dx = F:zy, & determ 
do-4, B, C, D, per Reg, 6 


Unde 43D =yv + av—y— = . 
EXEMPLUMYV. 


Si Jz=ry * 
A has ry v, ubi eſt᷑ v areus Semicitculi 4 CH, eyjus. 


Oui in hoc caſu « =W2z; ,; &. — 


— — 3) 322 2 invo- 


luis, ct F. zy = aj *'y +Bu Nν⁰ ny + Dy-" 
+ EY © * + Fy* 3 &c. 


Cui fluxio: poſt. debitam OR eit 


» + »+ 1x4 + 4. + 26-4260 
— 1 "= — 3 = ad 7 * 
120 


1—2K—E 


| _ ra TEES 
rr — 

2 2 — 
22 2 P = 


Ex his patet 1.) Quod fi eee bee pee 
vus, vel etiam ſi z fit numerus pofitivus.& impat, tum Hat expri- 
metur per finitum numerum Terminorum ſeriei; — in "us 
Series abrumpitur. (2.) Quod — B fit Equalis coeftient! 715 
ultimo abruwpentis. 0 EX * 


238 


(28 ) 


EXEMPLUM u. 


Sits y vo, cæteris poſitis ut in Exemplo 3, erit F:z y A 
v+ B De + Df” + By? + F- 
T EY + RV ac + Zy. + My 
TOF 4.5) c. e 
7 


2 2124 F . 
1 r £7, ee 
E t r x r . 


2n—7TxaG = 22 =oxeH.. 


MH = 7 — 5 


1 — 4 
Adeoque conſtat progres terminorum, qui multiplicantur in 
v V2 - ln ex comparationibus reliquis invenietur 


| 2r aa 21 ＋ IX 20065 _2n—1xaaD 
mu » + 11? . * X 1 T 2 % 21 


. gun erm 


greſſio terminorum abſolutorum z & pro coefficiente B nondum de- 


P = — 


- terminata notandum, quod — 2B fit Xqualis coefficienti termini ul · 


— uſa ex oe i multipli- 


cantur. 


E X E ur L uu . 
Sit 2 = ry" v, ubi in Fig. 1. v denotat arcum 4C parabolz 


Ac, cha Axis AF, & latus reftum 8a, Erit F. aj = A 


1 * ＋ D TE ＋T By ©? 
0 1 | 
+ 65” * 


(29) 


y ade ch. 3 IN 

,C= — ) = —- - 5 

u ee eee 

| 2n +1Xxra* Zu — 1XaE-,, _ 2n— 3xaF 

— — IF i — 1G = » 
e l ” Oy 


20 | 
adeoq; H = 2 * — 3 — &c. . 


Ndtandum 1. Quod — B fit æqualis coefficienti ultimd abrompen- 
tis termini, 2. Quod coefficiens termini ultimi ſemper fir duplican- 


dus, quando fir applicatio ad figuram particularem. 
| EXEMPLUM VIII. 


Sit z = ry" vs, cæteris poſitis ut in Exemplo y, erit F. x j e 


v + Bu +vvV2ag+p «Cy + Df + E + F 
+ Gy 2223 + Hy 4 + Ky 1 3 &c. + "9 + My n+2 
+ M + Of + BY T + Bf" Kc. 


Unde 4 = =. . one, ELLE 10 ry ITS 


* ＋ 1 x + 2x T1 un az“ 
2nFixaD , _ 21 — KE Got 2 — 2 Xx aF 


E = ” 1 —1 Sn” ls 
H= = EZ x = — FRY 

Sic patet progreſſio terminorum,*qui multiplicantur in 1 275. 
r 1 x ==> 


*x F1ixn+2xn+3 
24> O —2aE +F _-2aP — G 


N = n +1 n N 1 — 1 
— 2aF+ 6G 240 — H  —2H4+& 
2 112 2 * 1 — 3 8 = 1 — 4 


( 30). 


N Notandum. Ex terminis qui multiplicantur in v VZ /, du 
plicanda eſt coefficiens abrumpentis, ubicunq; occurrit. 2. — 23 
eſt æqualis coefficienti quæ afficit terminum abrumpentem, qui multi · 
plicatur in vV/28y AT: Sed (in hoc valore quantitatis — 2 B) hæc 
coefficiens non eſt duplicanda. 15 ) 


SCHOLIUM. 


+ Ex his Quadraturis irrationalibus facile invenietur an Figura, por- 
tio quævis fit Geometrice Quadrabilis, quænam illa portis fir, quzq, 
' jus Quadratura. Nam cum termini irrationa les (i. e. termini — 

v ingreditur) impediunt, quo minus Arex expreſſio generalis fat Geo- 
metrica; ideo ut portio aliqua fit Quadraturæ Geometricæ capax, 
efficiendum eſt ut gvaneſcant omnes r in quibus v occurrit, . 
quod fit ponendo omnes illos terminos nihilo quales: Ex hac Zqua- 
tzone inveniatur quantitatis y-valor determinatus; & fi hic valor ſue- 
rit a hrmativus, tum 1 propoſitæ competit ſpecialis Quadratura 

Geometrica portienis illius, quæ adjacet ſpeciali huic abſciſſæ y va- 
lorem habentis modò inventum. fi in Areæ expreſſione generali 
pro ſubſtituntur valor eius determinatus, tum termini irra tiona les 
evaneſcent, & reliqui rationales dabunt Geomewicam prædictæ por- 
tionis Quadraturam. . 

Sic in Exemplo 1, fi ponatur yy — av = o, etity = a, Unde 
patet H Ordinata X N tranſeat per Circuli centrum &, tum 
A AKN 24, 3. 6. Figutz irrationalis AE H portio A KN 
eſt æqualis Radii quadrato. | | 

Similiter, ſi in Exemplo 2, ponatur y v — ==> erit y = * Unde 
patet, quod fi Ordinata Cycloidis B D biſecet radium 4 &, tum por- 
tio ejus ABD = V3. Et fic in aliis portionem habentibus 

Ex hoc fundamento deducuntur omnia illa, quæ de Cyeloidis pe: 
tis innumexis Geometrice tabilibus tradiderunt Satres Clariſſimi 

Ja. & Jo. Bernonilli in Atis Erud. Lipſiæ. Ipſe autem (ni fallor) 
primus detexi hoc fundamentum in 43s Phil, R. 5. Sept. 1697, in 


quibus duo exhibni Theoremata innumerarum figuraram trrationalium 
Quadraturas. determinantia, quæ in Geometrria prorſus nova erant. 


Urg; ulterius pateat Method! præcedentis uſus . =-» pacto 
C OR 


iMius ope inveniatur Quadratura indefinita & Geo rarum 
izzationalium, ex data una tali. R O L- 


(31) 1 


COROLLARIUM 1. 


Sit O Curva in 
Exemplo primo propo- 
ſita, in qua ACS v - 
eſt arcus Quadrantis 
ACM, cujus centrum „ 
X, & radius A K = a, 
Adeoque B D, ſeu 
z = v, ex puncto 
quovis D fit D T nor- 
malis ad ordinatam 
IX per centrum & tranſeuntem; Jam poſito quod 4 B = y, erit 


ADLK == avy2ay — indefinite. Ut patebit fi ad 
irrationalem in Zxemp. 1. exhibitam addatur expteſſio 2 
Qanguli BL = vas j. | 

Nec non ſpatium trilineum DLN = a> — er Pi 
finite; nam DLN = AXN 41 K e * 


COROLLARIUM u. 
Sit K centrum, x 


Ka = a radius ar- 
cus 4 P, cujus finus 
rectus P biſecat Ra- 
dium in puncto V; 


Bun HOPES wap. 
dion coſas Abſciſſa | 
AB =y. A puncto D | 


fit DL ad Ordioatam NO perpendicularis, erit ADEN= + 
'V2ay— JY3 Nec non DLO = 3_ V+ — 22 — . 


Pre: 2 
Dena — eſt —— ou SN PRI 
. Adeoq; duas exhibet Methodus noſtra orum dali 

Quadraturas Geometricas & indefinitas, —— ne una quidem 


' hatenus innotuit, etiam poſt tot clariſſimatum Geametrarum inqui- 


ſitiones in notabilis hujus Figuræ Quadraturas. In ſectione ſequenti 
celebriora aliquot proferentur Zxempla ad illuſtrandam Methodum in 
Scholio præcedenti exhibitam. ö EXE M- 


ſitqʒ Cycloidis pars, ab P 2 L 0 


(32) 


ine VL 


De Inventione innumerorum Spatiorum Geometrics 
quadrabilium, quando generalis Areæ expreſſio eſt 
irrationalis. | on 


IT, ut in Corel. 1. Schal. ptæcedentis 4 CP Quadrans Circuli 
| cujus Radius K 4 = a, AB = . 40 = v, AF = nv, fitq, 
ADE Cura talis, ut duQtis utcunq; C D, FH perpendicularibus ad 
AK, fint Ordinatz BD = AC u, CH = ACF= nv (vbi » 
denotat quemlibet numerum poſitivum unitate majorem) invenire Zo- 
nas innumeras BD HG Geometrice Quadrabilibus. 


Sit AG = x, BC =p, GF = q. Tum ex Fi hujus Qua- 
dratura generali in Exenplo 1. Se&. 5. erit uy _ 
AGH = nxv —nav + ag. ABD = yu — av + ap; Unde 
BDHG = nxv — nav + aq —yv + av —ap = 4GH— ABD. 
Ergo per bol. Seff. 5. nxv —nav —yu + av = o, quz te- 
| Uufta dat x = . $i ergo talis fuerit inter a & y relatio 


* 
qaualis in hac Æquatione afſignatyr, tum BDHG = ax q—p. Q. E. I. 
EX EMPLUM I. 

Sit 4D E Cycloidis pars genita a Circuli Quadrante 40 P: In- 
venire Zopas BDHG innumeras, quæ ſint Geomerrice Quadrabiles, 


Ducantur CD, 
FHad PE pa- 
rallelæ ſęcantes 4 


Sa, AC=v, ve 
deoq; ex natura P, 


(33) 


Cycloldis elt BD = v + p = v Ny, GH = xv +9 


nv +vV/2ax : Unde ex cloidis Quadratura generali 
Evens. 2 Seck. 5, erit M . 


AGH= eee, D e + op+yp, 


uade BDHG = 2252 =n20vI 097 = 2yv + * 2 
Ideo per Schol. præc. 2#xv — nav — 2yv + av = 0; unde 
« ===, quando ulis elt Abſeiſarum a, y relatio, qua- 


lis hic aGgnatur, tum B D HG = LE . d B. 1 


COROLLARIU M. 


Ut hzc ſpatia ſint Quadrabilia, oportet ut y = — Nam ex Hy. 


1c *. Logo 2D YE, unde 2 © 1, aa 


EXEMPLUM III. 


Invenire * Gycloidis DH innumera, quæ ſint Geometric 
yeadrabilia 


Quia Trapezium rectiſineum BDHG = 2 BG x — | 
—Ix#v+q+ 9 +03 ideo $i hre ſubltrahatur ex ralore 


— BD HG i præcedenti a erĩt 


Unde per Sebol. præcedentem nx v — nav + nyv 1 Jv 
+ av'= 0, der e = lh DL * „ Une 
| K | conſtat 


( 34) 


conſtat quod fi in Axe AX capiatur KG = 4B, & a punftis B, G 
ducantur Cycloidis ordinatæ G H, BD, erit (ducta recta a Dad ) 


Segmentum Cycloidis DH = == — . — . 4 


EXEMPLUM VV. 


Sit 46 F Semicirculus cujus Diameter 4 F, cui ex centro I nor. 
malis fit 1G, & eidem parallela fit Chorda CE ſecans IG in H: 
Tum centro H & radio HC deſcribatur Semicirculus C DE: Quæri- 
_——— C tale, ut Lunula CDEGC fit Geometrice Qua- 

is; 


Producatur Id donec Circulo mi- 5 
nori occurrat in D: Et a C ducatur 
CB ad 4 normalis. Sit 4IT = a, 
IB = HC = b, BCS c, arcus 
AC = u, Quadrans AC'G = nv; 


adeog; Quadrans CD = 222 
Jam ex Quadratura Circuli irra- 


tionali quod ACGEF = nav; 
ACEF = av + bc; unde CGE 


= nay —av — be = ACGEF— ACPEF: Sd CDE = 2 


= HC x CD, unde Lunla CDEGC = „ + an 


+ bc = CDE—CGE. Ideoq ut Lunula fit quadrabilis oportet ut 
22. + «vu = o (per Schol. Set. 5.) unde bt = na — a; 


Sed b = ag — cc ergo n - = 10 — a>; Unde c = 7. 
Ergo ut deſtruantur termini irrationales, debet numerus u eſſe talis, 
ut cum a fit radius, ſeu finus Quadrantis »v ACG; fir etiam . 


ſinus rectus arcus v = AC: Sed in unico tantum caſu hoc fieri po- 
reſt; ſcil. quando n = 2, adeoq; arcus CG. E eſt Circuli majoris 
Quadrans, quo ai paoftum quetcum O biſcat Quadruntem 4 f, 


— - 


(3s) | 
Et pen HC = BC, i.e, 5 = c. Quo caſu Lunula CDEGC 
= C = 


hb», Et fic per Methodum in Scholio præmiſſo traditam 
ducimur ad Hypocratis Lunulam, ejuſq; Quadraturam Geometricam. 


LEMMA. 


Sit AHTS 4 Semi-lunula, R 
centrum, RS radius arcùs interi- 
otis APS: A centrum, & X 4 
radius arciis exterioris 4 HT, 
Top Hh pars infinite parva arcus 
AHT, & a punttis H, h ad cen- 
trum E ducantur rectæ HR, bR 
ſecantes arcum AS in punctis E p, 
erit Hb. Pp: : V2, 1. Calcu- 
lum (utpotè prolixum) non addo. 

COROLLARI UM. 
1 2 * Hb. 1 by Unde etiam Hh = 
2, & regrediendo ad fluentes F- = F. Ppy2;,i.e 4H 
2b Q E. B. * 


EX EMFPLUM V. 
Invenire innumeras Lunulæ portiones, quæ ſint Geometricè Qua- 
drabiles, nee non earum Quadraturas „ | Pp 


A puncto quovis HF 
ſumpto in arcu 4H D, 
ad centrum R arcùs inte- 
rioris ducatur tecta HR 
ſecans arcum hunc in p, 
Julq, Chordam 4D in g. 

punctis H, p ducantur 
Hr, pBad AD & AR 
perpendiculares, & ſe in- 
vicem ſecantes in S, hæt 
verd ſecet 4 D in o. Sitqs 
AH = v, Ap = 2 
 KA=b, adeoq; RA= 
by2, ſeu (poſito e=y2) 
= eb, Jam quia 


A. 


— 2. 


— — —_— — — — 


(36) 
"  ## » 4Br + — 294 
PP un og: oor $6 We 8 
b AH =» A o+ He- A + 4Bo — 724 


Sed AHr = Wo; Hy «x #K. a 


Et ABp = 2 Bpx BR. 

Ergo AHp = — 24 2 Bp w BR — Hy A, + Her 
— pqgo + 430%. | | | 

Sed v = ev per Coroll. Lem. pras. Ergo hond 
erit 4AHp = A By x BR — : Hr Ny. Hor = pgo 430. 


Et fic invenimus ſpatium rektilineum ſpatio L ol i AH 
onde cone qed vn fees g Centro K edufa abſcinda? hortun? 
Quadribile;- cuſus — — Hic exhbetur. & E. 1 
SCH OL ru M. 


Spatium reflineura-kic-exhibitum-ad expielionem | liciosem 
2 poteſt reſolvenda triangula in ſuas partes, hoc ws 
Quia pBR = 7 Bp x BR, & KHr = . HRx KR, 
Ideo 4Hp a 4-5 + Her + ABo — KHr — pqo, 

Sed BRp = RBog + 270+ irg, & Her = prrg + Hops. 
KHr = psrq + - > + KHg, pg = + erg 

t 22 = RBog + 430 — K Hg. Sed R Be 44-43. 

Pp 


Nit = AR — KHq. Sed KHq, = Ig 
Unde AHD = 2 ARr. Q& E- bo 


Et fic Methodi noſtræ duQta preventum eſt ad Theorems celeberriani 
viti Domini D. T. qui primus invenit Lunula turam inde 
tam in Ad Erud, 1687 editam. Duodecim poſtea annis, 
ſe inventam ad D. Valliſum tranſmifit D. Fo. Ferks : Falifu rem no- 
vam eſſe ratus eandem Collegz ſuo digniſſimo N D. Gregovie com 
municavit: Et clariſſ. triumviri cogitata ſua de hac Lunule Qpadres 
tura indefinita in Adis Phil. R. S. publicarunt. Solutionis verò fun- 
damentum hactenus intactum hic exhibuimus. 


LEMMA, 


(37) 
LEMMA 


Invenire quationem per 3 referan- 
tur ad Chordam 4 D. . 


Sit R centrum, R 4, RD radii Qua- A. 
drantis; 4D = a, e V, tum a puncto 1 

Quadrantis quovis Cqucantur CB, CE ad c | ? 
AD & D perpendiculares; quarum 
hæc ſecet AD in G: Et vocetur Abſciſſa 


AB, y; ordinata BC, x. Jam n 
& 


Quia triangulorum rectangulorum CBG, | 
GED * — ſunt ſemirecti, deo 


CB = BGS; unde AG + x * 
adeoqʒ DG = a—y— x, ſed ſed BG = * R 


EG: + ED» = 2ED> = 2GE", i. e. 4 — , 09H = 26F>, ſeu 
= = Similiter G C. = 2 BC: = 2 22, unde GC= ex: 


Unde EC = GE + GC WO e, e 

ex natura Circuli 2XD —DE x DE = EC, &2RD =ea, 
'DZ = GE = , ideo ublſituendo hos valores quantita 
tum 2K D, DE & EC, invenietur. 


| g—=y—=n a7 +x a=1+* LY 


= — 2 +, 
Q E. I. | 


PROBLEMA. 
Invenire Algebraicam Curvam, cujus Area ; fit æqualis Auer Inu: 


| ＋ 1 


eſſe ſic ex calculo patebit. 


BI kz. jam ex Lemmate præ- 


(38) 


Sit AD Diameter & & centrum 
ſemicircyli 4 ND, quæ cum alte- 
nus Circuli quadrante 4 MB con- 
ſtituit Lunulam AN DMA. A 
ſemicirculi 4 ND puncto quo- 
vis H ducatur HB normalis ad 
AD & ſecans quadrantem in C; 

roducatur HB ad I, ut fit 

I = BH — BC = HC, & 
punQa illa I tranſibunt pet Cur- 
vam quæſitam; & Algebraicam 0 


Sit 4 D = a, 4B =, BC = x; 5 


eedente erit x _ NIX — —. — = BC, & ex natura Cir- 


culi BH = yay — yy; Ergo ex conſtruftione x = vVay — yy 


e que defiit Cunam 470 P, cujus Area 
40D = ANDMA, & indefinite 4ABI = AHC. d. E. D. 


$SCHOLIUM. 


EK 


Curva in hoc problemate conſtrutta ea- A 
dem eſt cum illa quam exhibuit celeberri- 
mus Ceibnitim in Aci: Erud. men. Mai 1684. 
Sit 410 dimidium Figurz præcedentis; 
fitq; 4 R quadratum a Latere 4X 240 
= + 4 = b, producatur ordinata BI 
donec Lateri R M occurrat in L; & fit Ab- 
kifa RL = n, ordinata EX =, unde 
z=b—v,y=b— zz itaq; pro z &) 


| 


ſubſtituantur 6 — , & ) — 1 in æquatione, quam in problemate 
nent oftendimus definire Curvam 40 D; & poſt debitam hu- 
as reduQionem invenietur, þ+ K. Y. 6 2 wh 4e, ** 


(39) 
ſtil. cum æquatione per quam Curvam ſuam definivir Teibnitiu. kt 
quia 40 K eſt æqualis ſemilunulæ ANMA = + bb, neg; _ 
nita fuit aliarum ſemilunulz portionum Quadraturz, a . 
gurz hujus 40 K; ideo exinde videtur e de badtato: 


ris in generales & ſpeciales diftinQionem 
EXEMPLUM VI. 


Sit F centrum Quadrantis 1ER ejuſq; radius FI fit ſemicirculi 
IPF Diameter: Invenire in Quadran bo Rn E, a 575 ductus 
ſinus rectus ED cum coſinu DF & arcu & ſemicirculo PF com- 


prehendant ſpatium quadtabile. 


Sit IK = 8 v, ED=b, 
DF = 6 Jam ex Cir- 
culi S irrationali, erit A- 


rea IFDE AAN RTE 
= —» & proinde * R 


+ FL D 
A ce IEF 12 H anon» IBH, * 
u — O02 = uare pu 
rum Fe Wa TE ih h dg eafg Ci IPFOEL 


Rs tiki = =. Q E. I. 


SECTIO 


IN 


SECTI 0 VII. 
In que tradumur Calcult Fluentizm Regula gu. 


dam generales. 


— per 1 'vilgiteth Aquatic Flanionalis ita reduci 
9 8 ut quantitates fluxionales x, y &c. a ſuis tantum inde- 
With =" 20 c. eum determinatis Affiriantur, tum Fluem obtine- 


Han rifttifasz & proinde Fluens ut inventa ſupponitut, 
tee hy Quote eum fits indeterminatis ita a fe invicem ſeparan- 


— — tum per Quadraturarum Methodos 9 
expo inveniri 42 ä 


; a F 4 "3 1 ; 
1 — — 


2 18 ä 


0 ASU J's: * 
Quands in equations propofita deefl altern I 


 mindtarum x, y. 


Pitt e 
hodos przcedentes invenietur fluens. 
EX E MF LU M I 0 
Sit 23 = x3 ai: Quia hic deeft , ideo per Aber re- 
gulas quzratur valor fuxionis 5, inven ug, y = ES _ 
fic ſeparantur indeterminatæ cum ſuis flunlonibus. 


EXEMPLUM I. - 


| — = ay: Quia in hac 2quatione non occurrit 
_ #, ideo quæratur valor fluxionalis quantitatis x, & per _— 


(42) 
gulasex zquatlone propoſita invenictur i = 2 VN ary + 2 
| unde ſeparantur indeterminatz cum ſuis fluxionibus, a er Me 

thodos prætedentes invenietur fluens. & E. I. "= MPT 4 

7 " ""CAS09'S'T.. 

ap z=by "a + gx. 

In quo q denotat quantitatem ex determinatis & x utcungz compo- 
firam. Sit fluens quæfita By" AK F. qz(undeBz"*y"t* 
2 F. x) cofus fluxio eſtm +1 355 = * ox = er A 
x F: x g; in qua fi ſubſtituatur pracedens valor quantitatis 
Pz q x, Mlquaticerit, a + 1 By* = BY ET tf gx. 
Fiat —— inter terminos hujus & Aquationis p h 


erit (1.0 m+ 1 By" j = ay" unde B i 
(29 23571 "Jr 2% = 55* * unde e BZ 2 = bs; &. 
quia hic ſeparantur indeterminatæ cum ſuis fluxionibus ideo per 
Methodos præcedentes invenietur bujus fluens ſeun 2 per x & 


e+n 


determinatas. (3*) of — q x, unde IV I. ons e + * 
= oz & quia non plures ſuperſunt comparationes, ideo ſumarar e 
vel a ad hielo, = ſi ſumatur e.= 1, wm# = — 1 ex his 
| n+4r - 
patet quod 1-1 = zx PZ 2 ſit fluens aſſumpta, in qua fi. 
ſubſtituatur valor & datas expreſſus (per compara- 
— ſecundam — — fier — — & 
| ben fluens quantitatis =” * q x dabitur ＋— ptæcedentes: 
t 1 z fluens aſſumpta dabit relationem inter y & x. 
1 CAS US I. 
| | ay"y =by**" px + q* £ 
. In quo p &q ſunt quantitates ex xdeterminatis utcunqz compoſites 
Aﬀumo (ut in * rr 


(42) 


m+t1 


etm+ 1x R eBy"'! 2x þ xt qx. Excomparatione 
* 2 N erit, m+ 1 By" y = a" y, unde B TXT! 
NK B zz = h , unde eBz""z=þ Niue 


hypotheſi) componitur ex x & determinatis, ideo in hac ſecunda 
comparatione ſeparantur indeterminatæ x, x cum ſuis fluxionibus 


25, x, adeoq; inveniti poteſt x per = & datas. Deniqʒ a . 
8 eoqz e ＋ = o, ſumatur ad arbitrium e = 1, 


unde - 1. Ad 
udeoq; » = 1. Ex his valoribus quantitatum B, e, u; fluens aſ- 


m+1 | : 
ſumpta eric —— SXF. g, in qua ſi pro ſubſtituatur 
ejus valor ex comparatione ſecunda inventus, & tum dabltur fluens 
quantitatis 2 9 adeoq; habetut fluens quæſita ſeu Zguatio expri- 
mens relationem intet y & x. Q. E. -I. 


CAS US Av. 
„ . 

In quo p & g ſunt quanticates compoſitæ ex x & determinatis 
2 propoſita Tiunis in ſimpliciorem hoc modo. Aſlu⸗ 
matur y = v ubi v denotat quantitatem indeterminatem cujus - ex- 
ponens eſt 7; ope hvjus excerminetur y & y ex zquatione propoſita, 
& etit ay v""*v =-pv" x + bv""*;q x, quæ diviſa per u dat ar 
v6 =pu'””" x + , ut hac ſiat ſimpliciſſima ponatur 


ry — 1 — 1. = o; under = 8 Adeoq; crit —— 


1— * 17 


= pv# 


+ bg: Sed manifeſtum eſt hanc Zquationem contineri ſub 2qua- 
tione caſts 3, ſcil. quando m ©. Ergo per Methodum in caſu 3, 
traditam invenietur guat ionis iſtius fluens, ſeu relatio inter v & & 


> 4 
Sed ex aſſu y = v/i'-* habetur relatio inter v & y: Ergo ex 
endo? ervry an an inter y & K. Q. E. I. ” 


| ( | 42 „ 
| * CAS US 
- 


_ (43) 
cas us v. 
ax y=by" ga +p«. 

In quo p & ꝗ denotant quantitates datas per * tranſmutetur 
Fenris propolie in — — ut ig — caſu, ſeil. aſſu- 
mendo y =, , cujus ope fi exterminetur y & y, erit ar x i 
d + px. Deſtruatur exponens quantitatis v in primo 


terthino, ponendo cy r =0, ſer = — 17 Llnde —=- 


= b d qx + px, cujus fluens facile invenietur per Methodum 
quæ in caſu 2 & 3 traditur, ex inventa relatione inter v & x, & af- 


8 (y = 0747) inter + & y, habetur relatio inter y & &. 


SCHOLIUM. 


has Methodos Aquationis fitz fluens non obti- 
netur, — 5 luſtriflimi Nertoni Mettodes -exprimetur tetmino · 
tum Serie infioita, 


» 


(6) 
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CALCULI FLUENTIUM USU: 


— — 


LIBER SECUNDUS. 


— — 3 
- 


8 E- CTT 0 1. 
Met hodus inveniendi Lagarithmos. 


E R litera I numero cuilibet prafixam denotetur iſtius ny. 
. meri Logarithmus: Sic I: 3, figmficat Logarithmum numeri 3; 

XI. a -+ 1 ſignificat numeri cuſuſcunq; a 1 Logarith- 

mum; fit ergo x rithmus numeri cujuſvis a + 1. Jam 
Logarithmus quæſitus x duabus diverſis Methodis inveniri poteſt, 
quarum prior vocetur Directa; {een in ill Logarithmum ex nu- 
mero immediate deducere oſtenditur. Altera verò vocetur Methodus 
indiretta, quoniam in illa rithmus quæſitus x non immediate ex 
numero a + 1 deducitur. ex alterius numeri Logarithmo, per 
banc Methodum indirectam inveniendo, | 


Mathodus DireSa, 


* 


Ex by potheſi x = l:a + I; & babeatur hæc guat io Canon go- 
neralis. (I.) Fiat quælibet Zquatio inter terminos ex a& y utcunqʒ 
compoſitos, & cum Aliis quibuſvis Numeris quovis modo combinatos, 
ſcil. per additionem, — multiplicationem, diviſionem 

aut 


(46) 


aut radicum extractionem. (2.) Ope Z fic ad arbitrium af: 
ſumptæ exterminecur a ex Canone i, & = habebi 
exprimens relationem inter indeterminatas x, y. I.) þ 
tionjs inveniatur fluxio, & fluxionis fic inventæ exhi uens 


ſetiem infinitam , hæc ſeries * —— —5 « +1 
garichmus quæſitus x, 


e AB 2% 6 eee I + 


cujus fluxio eſt x = 155 & hujus fluens per Seriem inſiuitam 
expreſſa eſt . 
„Ar KAnn &c. 


Unde patet Logarithmum fic inventum exhibere Hyperbolz Qua- 
aner proinde Methodus hæc detegit relationem inter Spatia 
by perbolica & Logarithmos, jam dudum Geomerris cognitam. 


EXEMPLUM 2 
bn f Unde 4 + 112. Ergo per Cano- 


nem generalem & = I: © 24 2 ehe kae ft 25 Et 
232. a 
2% NA +30 +59 +5559 &c, 
” EXEMPLUM It 


Aſſumatur y = T7577 ubl 7, a denotant numeros ad arbitrium 
ſumendos. Ex hac invenies d + 1= , Unde per Canonem 


generalem x = 7 22. cujus flurio dabit x f it 


e N N 


322 2 * 5 1 ½ 1 7 as 


LEMMA 


(47) 
LEMMA I, 

sie Logarithmus cuſuſiis Fraftioni _ „ Denomlnatorls 
a + 1 Logarithmus; tum 1. —z = x. 
x LEMMA II 

Sit e Exponens cujuſvis Radicis numeri cujuſcunque u, erit I: 5 » 
= Conltat utrumq; Lenma ex natura Logarithmorum. | 
Methbodus Indire@a. | 


Sir a ＋ 1 Numerus primus cujus quæritur Logarithmus  ; fit 5 
numerus productus ex multiplicatione numerorum, quorum maximus 


tt minor quam 4 + 2. Sitgz = Logurichmus Fraftfonis l- 10 
eſt, 2 1. . Et hanc Zquationem voco Canonem generalem 


a+1 
um. 


Tum þ ſumatus numerus ex (a) & numeris cognitis utcunq; 
a. mains fit ates geen 0 + 1. 


Quando in hunc modum = per a & numeros datos vel aſſump- 


tos exptimitur, tum (ut in Methodo directa) affumatur quælibet 
Fquatio inter y & (@) cum numeris quibuſvis; & ope hujus Aqua- 
tionis exterminetur (4) ex fractione; unde in Canons 2, generali nul - 
la occurrit quantitas indetetminata præter z, 3, & numeros determi- 
natos ad arbitrium ſumptos. Er Canonis fie expreſſi inveniatur fluxlo 

m_ . 
bujuſq, fuens in Seriem infinitam refoluta dadir FraBtionis -f Lo- 
garithmus x; & ex invento-z habetur numeti propaſiti a + 1 Loga- 
nithmus x, nam per Lem. 1, x = I TI = I- Iz; & inno- 
teſcit I: ſeu Logarithmus numeri ö, quia ex hypotheſi is producitur 
ex multiplicatione numerorum, quorum maximus eſt minos prope» 
fito a + 1. Adeoqz hæc Met bodus hdiretta ſupponit dari thmos 
omnium Numetorum primorum propoſito minorum. ER E N 


| 
| 
| 
| 


b e - r 


(48) 


EXEMPLUM IV. 


. ork Et fit = 20 + 1, Ah. 
tio inter y & a cum numeris determinatis ad libitum ſampta z hujus 


opeexterminetur()ex pracedentierit = I: —_ z cujus fluxio eſt 


2 EF 7 gy Si 123 8587 


.b 


| . 


2 FA +; * 55 K * — 


8 1. Roy 
EXE MP DIM v. 


aa + 24 


Flat b = V 7a 75 Une =]: 222 Mane 
y=2 a + 23 adecq; erit x = I. NI; cujus fluxio eft 
= i : Unde per Calculum ' fluentium erit 


1 OT 4 
e CAGE 1 TT 


— bi © day frank TW; +67 11 
6 | 
2 bl 2 7 


* 


| . b [LE l — Wc. =I: _ 
a IX * : 


"EX E BI. 


( 49) 
EXEMPLUM VI. 
Fiat b Va + 2a; ut in præcedenti Zxemplo, ſed jam aſſuma- 


tur * = 24* + 4a + 1, Linde - = 1. . per C 
nonem generalem 2, cujus fluxio eſt 2 2x I; unde 
per Calculum — 8 ** 8 


7 77 5. 575. os a+ 
Unde per Lemma 1, 


I | £9965» tai 33 1 — 
nien,; = figs 7 gt ee FT. 
Q EL 


In duobus poſtremis Zxemplis aſſumitur b» = aa + 2a, & patet 
quod aa -+ 2a producitur ex numeris quorum maximus oft mince 


quam a +1, Nama* + 2a=a x a -+ 23 ſed ex hypotheſi a ＋ 1 


eſt numerus primus, ergo a + 2 eſt numerus par, egο— eſt 


numerus integer; unde a* + 20 2 . er horum qui- 
libet eft minor quam « + 1. Et ex datis Logarithmis partium a, 2, 
= habetur Logarichmus produkti a + 2a ſeu be, adeog; per 
Lem. 2, Logarithmus numeri , ſcil. dividendo Logarithmum numeri 


þ3 per 2. 
SCHOLIUM. 


Conſtat quod ex utravis Methodo jam explicats innumerz deduci 
poſſunt Series Logarithmum numeri cujuſvis exhibentes :: Quamvis 
autem variis modis ad arbitrium componi poſſit valor numeri h ex a 
& determinatis, & quamvis etiam aſſumere liceat quamlibet Aqua- 
tiomem inter y & terminos ex a & numeris determinatis compoſitos 
ſumma tamen cura laborandum — * 


(50 
in Met bodo Indire#4) & y (in utraq;) valores, qui efficient ut Series 
garithmum exhibentes quam celerrime convergant. Et poſtquam 
Series computatur experientia multas docebit regulas ad facilitandum 
Calculum Logarithmi ex iſta ſerie computandi. Ur fi inveniendus 
fit Logarithmus numeri cujuſvis » ＋ 1 per Seriem Exempli ſecundi, 


ponerem a U 1 = 1 1 unde = , adeogy » — 


2+ 0x 
I + 2% 
= 57 Jam f In ita ſerie ſubſtituatur hie valor numeri , ejus 


termini multò celerius convergent, adeoq; minori labore exhibebunt 


Logarithmum numeri 2-1 ex quo per Lem. 1, facile deducitur 


Logarithmus quæſitus numeri propofiti » + 1, Nam 1. I 
„21. | 
| PROBLEMA I. 
Ex dato Logarithmo x inuenire numeram a ＋ I, per Seriem 
| inſinit am. | | 
Poſtquam invenitur AZquatio fluxionalis ex 7 
in Methodis præcedentibus traditas, tum per Calculum —— in- 
veniatur valor quantitatis y; & ex invento innoteſcet a, adeoq; & 


1. E. I. 
OX al EXEMPLUM. 
Sl adhibeatur Calculus in Exomplo 1 adhibirus, in quo « =», 
s.=0l: yz + i et . n ſea x + y# = y; tum (ut fieri 


ſolet in hujuſmodi cafibus per Calculum fluentium) ponatur y = 4x 
+ Bx* Cx3 + Das Ae. — 4 B. C B Ar. 


3 3 1 — %. f 1 1 
more ſolito invenietur 4 = , B = , C —— 5 Drin 
x 


22 2. ak, . - 
reren r 


Os = ON 
2XZ3X4X5 


&c. 


: 


Er innumerz hujuſmodi Series Numerum ex dato Logarithmo ex- 


| PRO- 
- %. 


(5r) 
PROBLEMA UN. 
Invenire Seriem, que exhibeat Logarithmos Sinuum reflorum. 


Sit Radius 1, & Arcus cujuſyis Sinus rectus fit a; unde V1 — 23 


eft Co-finus, cujus quæſitus fit xz ſeux = 1: vi-. 
Tum juxta regulas Methadi direQz aſſumatur ad libitum quælibet 


HEquatio inter) & a, ex gr. y = az undex= V1 —p, cujus fluxio 
eſt x. =—yy * : Unde per Calculum fluentium 
4 - HY +Fif+3f +3) + x c. 


Et ex utm Methodo, indirecta z e ac direQa, innumeræ hujuf- 
modi Series facilli imeniri polſunt. | * 


C OROLLARIU M. 


Ex Logarithmis Sinuum facile habentur Logarithmi Tangentium. 
Nam czteris poſitis ut in Prob, 2, fir # tangens iſtius Arcus cujus finus 


1 0 

eſt a, tum quia t = N22 t 
| a 

Methodi Indirefs Lem. 1, I: a — 1.91 — === 


J:t I: a—I:y1—aa, ſd ex hypotheſi dantur Ia & L: VI — a, . 
ſeu thmi Sintis & Co-finds, ergo horum diferentia eſt tan- 
gentis Logarithmus quæſitus. 


PROBLEM A III. 
Invenire Seriem, que exbibeat Logarithmos Secantiam. 
Sit a Tangens, Radius 1, tum y 1 + a* eſt ſecans, cujus Logarithmus fit x,- 
ſeu x = 1: VT; aſſumatur juxta Methodos præcedentes quzvis 
Mjuatio inter a & y, ex. gr. a= ; unde x = I:y1 Ty, cujus 
fluxiox = yyx I +f| : Unde | 


zx=:fp iff =if ny —&@ 
SCH O. 


| 


juſvis numeri Logarithmum per 


(32) 


SCHOLIUM. 


Eodem moddò inveniuntur Series pro Logarithmis Sinuum Verſorum 
& Chordarutn : Et porro per Problema 1, ex dato Logarithmo Sinus, 
vel Tangentis, vel Secantis invenies Sinum, Tangentem, vel Secantem. 


PROBLEMA IV. 


Logarithmos per Series inventos tranſmutare in Logarithmos 
. _ wvulgares. © | 


Dividatur 1. 0000000 Kc. qui eſt vulgaris Logarithmus numeri 10 
per ejuſdem numeri Logarithmum 2. 302585 &c. per Series præce- 
dentes inventum, & Quotiens ©. 43429481 &c. multiplicatus in cu- 

ies inventum dabit ejuidem nu- 
meri Logarithmum vulgarem. Q. E. I. 


— — 


— 
4 »„ä„ 


r 
De Aren Circulari ejuſq; Sinubus, Tangente, & 
"7 


horda. 


267 Wd 


It C Centrum 
2 Ss” 
dius Arcus AED 
v. Sinus rectus 
AB = z, Co- ſinus 
CB = x, Sinus 
— BD = 7. 
angens St, 
Secans CT = 5 
& Chorda 4D 
== c. In hac Se- 
ctione propofi- 
eſt 


er dato Ban, vel Tangente vel Chords, quomodo inyeaiatur Arcus 
| LEMMA 


(33) 
BMM 
Invenire rolatiamm inter v @ . 
Quoniam d. = j* ++ 2, leo fl ope Zquationis 25 = $f = 23 
9 
exterminetu 5, eit 62 = t En ue N- 
E. I. | 
S COROLLARIUM LIL 
, 8% x DD Ut tebit exterminando y & j ex ua- 
LAI EO Etc 
2 u. 
„ Hi e Nene, 34. Dr, 16 a=y, 
V2ay — 7 :, unde t = BCE 5 evjus ope exterml - 
. . 
; " _COKRKOLLARIUM u. | 
"$8 266% 47 = "7, Ut patebit fl ex Lenmate extormi- 
nentur y & y, ope b#jus 24y = ce. 
| PROBLEMA I. 
Ex 4 Siu Yaſs y, n Arca 0. 
nia per Lemms pracedets © = «5 * 22y = __ N 
2257 =P "® reſolvatur in Seriew, per Calcaluen fluenium imvenic- 
tur o = vi 7277 + ITE Ts | 
PROBLEMA I : 
Ee 49 Sina va . e 


| e ne "+ eefoltatur in. 


K* .. 
» Hg on. *in N . 


10 


(54) 
PROBLEMAMA III. 
: Ex dats Tangente invenire Arcam. 
Fer Coroll,2,v ="©f x 77 F 71” ; refolvatur itaq & CY 
in Seriem infinitam, & per Calculum fluentium invenietur 


. 
* 


„212 + — -_ 75 + 74 TI 
| PRORLEMA IV. * . 
| Ex data Chords invenire Arcum. 
Quia per Coroll. 3. v ="20C X40 == ideo reſolyatur 
a = * in Seriem infinitam, & per Calculum fiuentium invenietur 


c3 F 2c — 37 5:87 
— C. — — — + — + — ö 
oh AK NK Axqx5xa* Ax4qx6x7X0 
> SY OLITUM 


Eodem modo ex dato Co-ſinu x. vel Secante : inyeniri poteſt Ar- 
cus v. x 
17 COROLLARIUM. Be 


Si Arcus v fir perparvus, tum Sinus rectus, Tangens, Chorda & Ar- 
cus ſunt quamproximẽ N Nam in hoc caſu omnes Serierum 
termini præter primum ſunt magnitud inis contemnendz, & proin- 
de v.= z per Prob. a, & v t per Prob. 3, & v-= c per Prob; 4. 


" PROBLEMA V. - | 

E dato rea invenire Tangentem. 
*  Quia per Covoll. 2. v iii = ant; ideo per Regulas Cal- 
39 aſſumatur t = Av-+ B +. Co 1555 + Ev &c. 
Er determinando-4, B, C &c. more ſolito invenies 4 = 1, B = o, 


he ft 3 +. ; | ' N ys 
ac {cede ont >, &c. Unde.z S = 


| * 3 4 4 
2 28 * 
e ee 
FI WY - 


.*  ' CHO. 


— 


(5s ) 


SCHOLIUM. ? 


Similiter, ex dato Arcu invenies Sinum, Co- num, Simm Perſim- 
Tangentem & Chordam. Sic fi inveniendus eſſet Sinus rectus z; 


Quia per Coroll. 1, U .= = a x, ideo per Calculi flu - 
— — = Av +BY +Cut + Dy+ + ZE &. Et de- 
| | | —_ 7 - 


. A, B, C &c. invenio 42 32 05 C= SD 


1 | I . | v3 


v3 
* NN a 8 
. COROLEARIUM: 

Ex his deducitur Methodus facilis &-genuina computandi Tabulis- 
Sinuum, Tangentium, Secantium, &c. quam paucis explicare viſum 
eſt , ſunt enim in Geometria practica plurimi momenti. 5 85 

1. Sit Radius a = 1, 00008 &c. tum totius Circuli Circumferen-- 
tia erit 6. 2831853 &c. = p. | . 

2. Invenire rationem inter Radium & arcum quemvis per gradus 
vel minuta defignatum.. Ut tota-Cireumferentia per minuta prima 

gnata (i. e.) ut 21600 ad arcum quemvis per minuta prima de- 
men. fic 6. 2831853, ad arcum per partes radii deſignatum. 

x. gr. invenienda fit ratio inter radium & Arcum unius minutiprimi; 


proportio erit 21600: i:: 6: 2831853, ad quartum ſcil. ao02908, . 


adeoq; radius eſt ad arcum 1 ut 1. 00000 ad , 0002908, .. 
3. Invenire Sinum rectum Arcus unius minuti; quoniam a = 1. 


8 — . — 
Et v * . 0002908, ideo 2 . 002908 — — — + CESS 


&c. per Seriem in Schol. Problematis 5. Eodem modo invenies Sinum - 
rectum cujuſvis Arcus; & fic compurabitur Tabula Sinuum rectorum. 


Et fi in Serie Fo 5, pro-v-ſubſitituatur ..002908, exit Arcus i Tan- | 
X 7 ti | 2867508 But h 6 * ; 
gens t-= , 0002908 e tee. Be fe corpytabitie Tabula: | | 
Tangentium. Facilius tamen ex computatis ſinubus re&s.:invenien--. 
tur Tangentes, Secantes, &c.: ut notum eſt. rr 


{ss) : 
pace AVE L0:©-. 
| F Oxodromia (dur & linea Khombica dicitur) eſt Spiralis in ſu- 
2 lobi deſcripta, Meridiani fecant angulo conſtanti. 
m illa, -quath Navis curſu ſuo deſcribit, quando ita 


ad acus fitum ſe Carina ali- 
oe coofinem cum anne eg bem) R compre: 


* 


* 


657) 


lum Don (quamvis In Superficie Sphæræ deſcriptum) 4 plano non 
differt ; nn ſicut (per Dy —— principiz) pars Curvz cu · 
juſvis infinite parva a rea nön differt, fic Superficiet cujuſcunq; ro- 
tundæ pars infinite parva Don tanquam plana habetur. Trianguli 
Dno (quod Loxodromicum vocabitur) unuſquiſq; Angulus eſt con- 
ſtans. Nam D no eſt rectus, quia D eſt arcus centro P & radio Px 
deſeriptus, & D eſt conſtans ex Natura Loxodromie , ergo etiam 
jus complementum ſcil. Angulus » Do eſt conſtans. Deniq; Do eſt 
odromia ADE, on Meridiani (ſeu Latitudinis) Du paralleli per 
Locum D tranſeuntis, & BC zquatoris (ſeu Longitudinis) quantitas 


Huxionalis. 
PROBLEMA I. 


Ex datis duorum Locorum 4, D Latitudinibus, invenire Loxodro- 
mig Longitudinem inter illa duo Loca interceptam. 


Sit Sphætæ radius PA = a, Latitudinum datarum differentia 
AG = y, Longitudinum differentia AB = x, r Sinus Latitudinis 
Loci D, ejuſq; Co-finus zz 4oD v. Anguli Rhombi noD Sinus 
fir b, Secans e, & Tangens m. Anguli verd n Do Sinus c, Secans , 
— t ; quæ ſex poſtremæ linez ſunt conſtantes, ut patet ex 
dictis. 

Jam in Triangulo Loxodromico fi on fit radius, tum oD = e; 
unde per Trigonometviam a: 01:::6: 0D, i. e. a:y::8:v, ſeuay = 25 


unde regrediendo ad fluentes av = ey, ſeu v =. Q. E. I. 


Aliter. Si Do ſit radius, tum on erit Sinus Anguli u D o ſeu c 1 


unde per Trigonometriam c :0n::a: Do, |, e. G e b ſeu 
c = 43; unde regrediendo ad flaentes cv = , ſeu. v = =. 


COROLLARIUM L 
Ex data icineris Longitudine 4D = u, invenietur Latimdinum 
differentia AG = y = = | 


28 Q COROL 


| 
| a 
j 
1 


nD = —_ Nam a eſt radius æqua- 


(58) 
COROLLARIUM II. 


Si duorum D, H, Latitudinum differentia DI fit æqualis aliorum quo- 
rumlibet Locorum D, 4, Latitudinum differentiæ 4G, erit Loxodromia 
(per hæc quatuor loca tranſeuntis) pars inter 4 & D æqualis parti in- 
ter D & H interceptæ. Nam per Solutionem problematis poſteriorem 


4D == x AGEDH = © xDI, fedex bypothefi 4G = DI, 


ergo AD = DH. Q. E. I. 


LEMMATA. 

1. Ut radius ad Co-finum Latitudinis , 
loci D, fic zquatoris fluxio BC ad- 
fluxionem Circuli paralleli per locum 


D tranſeuntis, i. e. a: z::x:nD: Seu 7 


S 


toris, & z eſt radius paralleli; & BC, Dn 
ſunt ſuorum Circulorum arcus ſimiles. 


2. Invenire Aquationem, quæ ex primet 
relationem inter y & r. 


Sit M Centrum Meridiani PD X per locum D tranſeuntis, P po- 
lus æquatoris, PD K Quadrans, adeoq; & eſt punctum in æquatore 
& proinde KD eſt Latitudo loci D, cujus Sinus fit DL, adeoq; L 
eſt Co-finus- Latitudinis, Jam denotetur arcus KD y (ſicut in 
præcedenti Figura 4G = y, ubi Meridiani projiciuntur in rectas;) 
ſed jam deſignantur DL = r, & ML = RA; &ex Circuli Natura 


- M beg? P 


2 — r = 2* Wer principiis.Calculi fluxionum 7 — Vr + z?, Sed, 


ei EL 


Sn. 


3. Invenire Zquationem, quæ exprimet relationem inter y & x, In 
Triangulo Duo f Dn fit radius, tum on erit tangens Anguli » Do 


ſeu t, adeoq; a :Dn: :t: on; ſed on =, & Dn = == (per Lim, 1.) 


48 . t x 


S, ©: bt þ ſeu ay = 7 Q. E. E 


Miter, 


( 59 ) 
Aliter. Sit on Radius, & tum Du erit Tangens Anguli Rhombi 
| noD ſeum: Unde ar onen. Ps Le. aj Seni 
QE. I. 6 
- COROLLARIUM. 
ar 
2 


(per Len. 2) & j = == (per Len. 3) 


. anr. Namy = 


Ergo, = 2 Unde z* x = amr. Q. E. D. 
PROBLEM A ll. 
Ex data Loci Latitudine invenire ejus Longitudinem. 
Sit Locus D, ejus Latitudinis datæ Sinus r, Co- ſinus z, Anguli 
Rhombi Tangens fit m, PA primus Meridianus, Longitudo queſita 


42. 


Jam (per Lem. 3. Coroll.) x = == Sed * = —12, ergo x. 


amr 
a? — 12 


Unde per Calculum fluentium invenietur. 


. 


35 ga 747 94 11a" 
C OROLLARTLU M. 


17 
X.= M XK — 
Roe Pp 


&c. Q. E. I. 


Hinc habetur differentia Longitudinum BP duorum quorumvis 


Locorum D, H, per quæ tranſit eadem Loxodromia AD H. 
Sit u Sinus Latitudinis Loci alterius H, czteris deſignatis- ut in 
Prob. 2. Jam per Seriem in problemate exhibitam erit 


« Zr. - ACA ho. the, 


"IE a a. 323 5 a5 7 a 


* p3 75 177 
4 . air 


re 
. ee 


Unde BF = mx — 
QE. I. 7 


SECTIO- 


— — — — — — 


(6) 


SECTHO VV. 
De Tranſmutatione Figuraram Curvilinearum. 


quævis Curvilinea propoſita in aliam tranſmutari dicitur, 

quando hujus pars r poteſt, quæ æqualis fir portioni cui- 
libet Figuræ propoſitæ. Et quamvis vulgare fit apud Geometras 
problema Figuram quamliber propoſitam in alias innumeras tranſmu- 
tare; nullus tamen hactenùs oſtendit Methodum determinandi quz- 
nam earum omnium fit fimpliciſſima, quæ cum propofits comparari 
poſſit. Hujuſmodi autem Metbodus egregium forer incrementum 
iltius Geometria partis, quæ ſpectat Figurarum Curvilinearum Qua- 
draruras. Sperandum itaqz atiquem eandem quando aggreſſurum, 
cui Deus ingenium & otiam problematis d ifficultati æqualia eft lar- 
gitus. In tractatu meo de Quadraturis Anno 1693, edito Specimena 
aliquot exhibui comparandi Figusas propoſitas cum ejuſdem Ordinis 
fimpliciffiimis. Sed hæt omnia nihil prorſus funt, ere Methodi 
generalis ad huc defideratz. Quando hujuſmodi Speculationibus Geo- 
metricis (multos ante annos) incumberem, occurrit mihi Theorema 
ſatis (ut opinor) elegans, cujus ope innumeræ Figurz cum Figuris 
gener is Parabolici compatari, adeoq; earum Quadraturæ facile deter- 
minari poſſunt. Zquatio autem —— Corres definiens eſt 


1 

= b x© * a + nx*| |. Quarum-Quadratura is per Seriem in- 
Gian dedit Illuſtriſſunns Newtonus, Hujus ad invetiencs- 
nem Analyticam in hac Sectione exhibeo ; quoniam ad Curvas magis 
compoſitas eadem cum fſucceffu adhiberi poteſt. 


Methodi autem tranfmutandi * Curvllineas preftantia in hoc 
etiam non parum eluceſcir, quod illius ope Figuras magis compoſitas 
cum fimplicioribus ſæpe numetò comparari poſſumus, 8& Tabulas 
conſtruete innumerarum Fi m, quæ cum Circulo, Ellipfi,- Hy- 
perbola, Cc. comparari + wang & uſus habere eximios in deter- 
minandis Figurzrum propofitarum Quadraturis, quando Figura pro- 

fita in his Tabulis continetur. Hujuſmodi aliquot egregias exhi- 
uit 3 Nertunus, incomparabilis harum Scientiarum pe 
_—_ Tractatu ſuo de Quadzaturis, qui Libro de Oprice fab- 
itur. ' 


In 


(61) 


In Traftatu noſtro Geometrico de Quadraturis An. 1693 edito uſus 
non contemnendos invenies pro tranſmutatione Spatiorum Curviline- 
orum, quos ex Theoremate quodam Baroviano deduxi. Et quidem 

tæclariſſimi Viri Lectiones Geometric tot interioris Geometria propo- 
tionibus replentur, ut non pauca magniq; momenti ex iis deducere 
poſſit, qui operam ſedulo navare vellet : Sed, his omiſſis, Figura- 
rum Curvilinearum tranſmutationes aggrediar, poſtquam præmiſi hoc 
quod ſequitur. | 
LEMMA I. 


Figty as quotcung; invenire quarum Area ſint date cailibet Fi. 
garæ equales. 


Sint Figure datz Abſciſſa x & Ordinata yz & Figurz quæſitæ Ab- 
ſciſſa x & Ordinata : Unde ex conditione Problematis propofiti erit 
F:yx = F.: Adeoq; ya z. Aſſumatur quælibet Æguatio 
inter terminos ex x, x & quantitates quaſvis determinatas utcunq; 
compoſitas. Ope hujus 1 — & jonis datam Figuram de- 
finentis exterminentur y, x & x e Aquatione pracedenite y x . 
& habebitur Aquatic exprittiens relatibnem inter & z, quz Curva 
quran definiet ; Exit utiq; Area Figuræ fic ioventz æqualis Arex 

igut dit, dummodo talis fk utriuſq; Abſciſſarum z, x relatio, 

ualis per Aquationem aſſumptam exprimitur: Er quia Z#quatio aſ. 
ſumpta modis initiumeris vatiari poteſt, ideo innumeræ inveniri pof- 
ſunt Figurz, quæ fint datæ cuilibet Figuræ zquales. & E. J. 


EXEMPLUM 
sit) = VIT 77 Ejnatio Circulum definiens. Afﬀfumatur ad 


a ' 44. 4 


- 


VF, ergo fin Ah = +5 pto 5 & x fubltitamnur 
eum moo lnvetiti willores, ertt . „ "52; vids = 


cal, Fa e 
"_ 


RO 


Fg 
\ 
1 
j 
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PROBLEMA I. 
omnes Figuras Binomiales Geometrice quadrabiles in Parabo- 


licas tranſmutare. 


Sit y A TN guatio definiens omnes Curvas Bino- 


miales; fitq; quatio aſſumpta z = a + n x 1; : Ex his duabus 
— invenie tut pe 


Nm quell ET — fit numerus integer ac poſitivus, tum valor 


Ordinatz : * terminis fimpli ex z & determinatis com- 
poſitis z & proinde Aguatio modo imventa ſemper definiet Curvam 


Parabolicam, quando —— L eſt numetus integer & poſitivus, i. 6 
quando Figurz Binomiales ſunt Geometrics quadrabiles, 


- COROLLARIOM. 


Figare Biria, — quaarabilis * deter- 
minare. 


-  Reducatur quatio Curvam datam defaniens 1 
2 generalis in Prob, 1. exhibitæ; & ex debita hujus cum illa 
tione invenientur valores quantitatum 6, c, a, u, e, qui 


abſt tuti in Aquatione Prob, 1. inventa dabunt 2 
Figuram deſiniet — cujus inveniatur quadratura — 


thodos notiſſimas; in . valor 1 T 
habebirur Quadratura — liz, 4 17 4 


EXE M- 


(63) 
EXEMPLUM: 


vw Sit ) = xx mm Þ val watio definiens Curvam datam, ex 
A. r mat nd . fy I,c=1, 4 = — Et 


1 , = 2, =. Unde s = ; adeoq; Area ejus F. 
| | 2 Tho 
J. Sed ex afſumptaz = mm + cf, adeoq; a. EI 
FE: Sed ex Hypotheſi F:yx = F::z, Ergo F:yx 


— Q E. I. | 
SCHOLIUM 


Quamvis Lemma præcedens uſus habeat maximos non modo in detes- 
minandis quadraturis figurarum Geometrice quadrabilium, ſed etiam 
in tranſmutanda figura quavis non quadrabili in fimpliciorem ; unde 
formari- poſſunt Tabulæ innumerarum Figurarum, quarum Quadra- 
turz dependent a Circuli, Ellipſeos, Hyperbolz, umve figura- 
rum ſimpliciorum quadraturis : Sed quia datur nulla Regula certa 
aſſumendi Æguationem inter x & x, per quam debita fiat figurz pro- 

fitz tranſmutatio; iraq; fi figurarum Curvilinearum Quadraturas 
ad parabolicarum Quadraturas reducere velimus, ad alias Methodos 
recurrere neceſſe erit. Et quidem una hujuſmodi inffa tradetur, adeò 
generalis ut figurz cujuſvis Quadratura per parabolicas quam proximè 
exhiberi poſſit. . 

4 


LEMMA u. 


Lineam Curvam generis parabolici deſcribere, que per aſignata 
quotcung; puncta A, B, C, D, E, F, Gee, dee re; Us , 


A punQtis aſſignatis ad. reQam HO —_ duQam demittantur 
perpendiculares AH, BI, CK, DL, Eu, FN, Ke. Sit HS = y 

uzvis Abſciſſa, julg, Ordinata FR = z, Abſciſfe verò darz finc 

I= b, HK = L =I, HM=m, HV = Ordi- 
_ paz datr fin 4 He 4, BI=b,CK=c, DL =dE 


caru 
M= e, FN = f. 


( 64) 

natura Curvz parabolicæ, Aquatio ipſam definiens erit 
I ey + D ys Tn Fys * — ubi B, C, D, E, F 
ſunt coefficientes incognitæ in hunc modum inveniendæ. Pro y ſub- 
ſtituantur — datz &, X, 1, m, n, & pro z earum Or. 
dinatæ datz b. c, d, e, 10 : Unde tot prodibunt quot 
ſunt puncta aſſignata 5 dil. 


K 


„0 


* a +kB + UC 
a+IB-+ ÞC 
„ +mB + wC + wD 
42 + TCT 


ANeductione harum AZquationzm invenies quantitates B, C, D, E, F gc. 
4 * — Equatio Curvam parabolicam quæſitam definiens. 
os a Ss 


SCHOLIUM. 


Ut pateat-prqgreſſio harum coefficientium B, C, D Kc. in infin!- 
tum, per communis Algebra ductum invenies ſequentes. faciendas eſſe 
poſitiones: In quibus verò notandum quod literarum p, 9, r, 1 &c. 
. Ne pany; non denotent harum quantitatum poteſtates Algebraicas 
75 quod diverſarum 


literarum loca ſupptentes terminorum progreſßo 


A 


| * 
Ex his pa eſt poſitianum harm tam horizontalium 
quam verticalipm v0 in inſinitum. Et proinde patet etiam 
ee eee e 
F a= pt * 7 
| EA p** + N 4, 
Dp“ TFE F 


C =p" +gDarrE +7 
B -u 


(66) 


Elegantem Problematis hujus Solutionem exhibuit Illuſtriſſimus 
Newtonas pag. 446. Princip. Math. Phil. Naturalis ; Sed quia & Ana- 


lyſin & Demonſtrationem ipfi viſum fuir omittere; hanc qualemcung; 


-breviter exponere non prorſus inutile judicavi. 


PROBLEMA IL. 
Figure cajuſvis date Quadraturam invenire. 


Sit HAF figura ptopoſita, per Lem. præcedens inveniatur qua- 
tio definiens Curvam parabolicam, quæ tranſibit per Curvæ huj us 
puntta quotlibet A, B, C, R, F; eritq; Curvz hujus parabolicæ a- 
dratura per Methodos vulgares invenienda figurz propoſitæ æqualis. 


E. I. 
SCHOLIUM. 


Quo plura ſunt punEta Curvz propoſitz 4, B, C, R, F per quæ 
tranſit Curva parabolica, ed propius accedit hujus ad Aream illius. 


Notandum. Quod hiſce ** decreveram Calculum inveni- 
endi Theoremata mea pro locis Geometricis, quæ cum tractatu noſtro 
de Quadraturis edita ſunt An. 1693. Sed me Labore illo exoneravit 
Illuſtriſſimus Hoſpitalius, qui operis ſai poſthumi librum ſcripfit in- 
tegrum 7, de Theorematum horum Calculo & diffus Methodi noſtræ 
explicatione. Multumq; gratulor noſtra qualiacunq; tantoperè in 
-- Galia probari, ut ipſe — — 3 — harum De- 
cus & promotor egregius) eadem tranſcri juſq; o poſthumi. 
Editor eadem luci denuo exponere dignati Raati. f 


1 


OPTICA 


(67) 


. 
22 84 
8 | 


va 


OPT! CA ANALYTI CA. 


— 


CATOPTRICA 


LIBER PRIMUS. 


— 


LEMMA. 


IT BNR Linea 
Curva quæcunq; 
ejus Axis M 
— radi- 
ans M, Radius incidens 
MN, teflexus NX ax- 


em B M ſecans in K, 
fitq; NC normalis ad 
83 & axem —— B ; ÞL 
in C. Exit reQta | | 
ſub recta CK & . 
incidenti M N —__ | OY 
rectangulo ſub recta CH 2 
& radio reflexo * : hs 


(68 ) 
A puncto X ducatur K A ad MM parallela, & producatur NC 
tones — K 4 — puncto P, Jam quia MY K ſunt 
llelz, ideo la CAP, C MN ſont fimilia ; ergo CA: P.: 
FAM. NA: UndeCKx NM = PKxCM. Sed per Legem Ca- 
foptrice fundamentalem anguli MP, XM fant zquales & ob 
rallelas inde M. K & zquales etiam ſunt MNP, KPN, 


o KNP= KPN, Eproinde PK = KN 6 in Aquat . 
n W pro PK, air CKxNM = K x CM, 
f COROLLARIUM. 


undtum radians M fit infinite diſtans, i. e. & Radil incidentes 
n NV, nam in hoc caſu 
— — 0. , 


Si 
HN 
NM 
Definitiones. 


Quando omnes Radii — 
cedentes a 0 M e 
vel infinite diſtanti ita xeffle- * — — M 


Etunrur a Cutva ccfleftcnte 
BNR, ut omnes reflexi VX N — 
in uno punto conveniant; 5 
tum punctum Mud. & voca- M 
bizur ſocus Realic fou alli. KR K 40 
mativus, vel cum Hagenio punctum concursus. 
Quando omnium inci- 


dentium (& ab uno 
Ao finite vel infinite di- 


| : | 
41 U rele NO is <> > 22 A 
A 


procedunt quaſi ab uno * | 
puncto & prod ĩrent, tum J 6 
um A voca- . 1 | 
itur focus falſus ſen f 1 
negativus ; vel cum H- K 4 oO. oe 
genio diſperſus. 


liſdem nominibus deſignentur punkta illa, ad gn tamen mes 
8 reflexi . el ref * LF * 1 
rien non eee —̃ D—w 
- . In . 


(6G) 

In inveſtigatione Foct Phyſz?, punctum illud, ultra vel citra 
nullus —— axem ſecat, Focum quæſitum eſſe intelligo. em 
etiam nomina tribuo punQis illis, in quibus Radii refratli colligun- 
tur, vel ad quæ diſpetſi reſpiciunt. l 


» Catoptrice & Dioptrice duz ſunt partes, Diredta & Hruerſa; 
— Directam intlligo illam, per quam, ex data — e- 
inveniatur Focw. Pars Optice Inverſa eſt illa, uam, ex 
datis Foco & puncto Radiante, inveniatur ſuperficies 8, pro 
qua ubiq; ſubſtituto Lineam illam Curvam, cujus rotatione circa ax- 
em generatur Superficies ipſa inflectens. h | 


PROPOSLTIO. Lb 
In que traditar Theorema generale pro Ralii- . in 


- gaamlibet Juperficiem-concavam vel comvexam incidentibus.. 
8 — 
— * 
e ER 


Sit B Maxis Curvæ refleftentis BNR, cut parallelus fit Radius in- 
cidens MN, cujus reflexus fit NX. 8 dii incidunt in Cur- 
vam. concavam, ut in Hg. 1. vel X NO, quando in convexam, ut in 
Fig. 2. A punkto incidentiæ N ducantur VD ad BM, & NC ad 
Curvam BNR normales; fitq; Abſciſſa BD = y, Ordinata DN = x, 
ſubnormalis DC = p, & BK = z. Unle xe = p + y —z: Sed 


KN = VDI-F DN = vs =yi' + = Uale per- Lemmitis 
8 beben tos 8 = = 2 : 24 — 

; —z -N, qoza fſurdis 
liberara dabit Theorema y a P * 2p 2p f 00 


$6.4 % 
rn 


| 0 Ee 
T "2415 6 Wiles 
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PROPOQSITIQ uU. 


wadityr Thegr enerale gro Rady # ficiom 
— concadam eka — 14 . — 
* IDHS, 


r fie Bm = @ in Fig. 1. vel 
Bu = a in Fig. 25 ubi m e 88 Convergentiz radiorum inci- 
dentium MN, eris CM —= —=4G—fg—y (Fig 10 vel Cm = a—p—y 
(Fig, 2.) & MN = v TENT ax vel mN = Va—y+ xx; 
item AC =p +y—z, KN = * + x*z unde per Lemma 


pracedens 2 —p — y - + x* = pp y=— = 
que a ſurdis liberata dat emacs . * 


= * N= ee 
PROPOSITIO III. 


In que traditur Theorema generale pro Radiis in er 
ſciem Ke, * * in mme diver- 


ja 


Omnibus ut in preecedenti defignatis, exit Em (vel C Min Fig. 2.) | 
=a+p AN vel ny = vary}. af 


CD 
& XN V= + xx, unde per Lemma præcedens invenietur 
«+ p+ 31 +5 mptF3>3#a+ of +5), quzaſur 


ta dat hocce Theorcma generale. 


FN x ITE FD ee eee. 
| Ex his cribus propofrionibas, qua ad Cateptricom ſYeRtyne, omaia 
i 
Que. in Theorematum precedentiavs uſu ſunt obſervande. 
In Catoptrice parte DireFa Theorematum horum uſus eft multiplex. 


Nam ex iis per communem Analyfin innoteſcet an Curva — pro- 
ibus Focum _. 


2. Si in ptædicto valore quantitatis z non occurrat y, tum Curvz. 
ropofitz competit Fos Geometricuy abſolute, eujus a puncto dato B 
iſtantiam valor iſte quantitatis z determinat. 


e termi- 
nihilo zquales, & 
ex reduQtione harum Æguatiamum invgnientur conditiones neceſſariæ 


Si — 1 — um, quæ per Reg. 3. inveniuntur, reductiones ali- 
quid ab involyant, tum Curva propoſita Focum non habet Ge- 
| metricum.. | | 58 


(72) 


5. Si y occurrat in omnibus terminis valorem quantitatis Z expri · 
3 tum nec Geometricus nec Phyſicus Focus Curvæ competit pro- 
poſitæ. 1 


B. Si in valore quantitatis z unus fir (plureſye) terminus determina. 
tus, tum Cut va propoſita Focum habet Phyficum, quamvis per Reg. 4. 
non ha bete Geometricum innoteſcat: Et Foci hujus Phyſci a puncto 
dato B diftantiam valor quantitatis z (rejectis rerminis in quibus y 
occutrit) determinat: Sed ut ſalvo calculo rejici poſſunt termini, 
quos y ingreditur, oportet ut Abſciſſa y fit exigua, i. 2. ut Curvz 
propofire pars parva B N capiatur. | 3 


S HOLIu u. 


Sæ piſſimè Calculum præcedentem abbreviare licet in hunc modum, 

Per quationem quæ Curvam B NR definit, exterminentur quantita- 
res æ & ex debito Theoremate; quod poſtea a ſurdis & fraQtis (ſi 
quæ oecurfant) liberetur. Tum comparentur termini Theorematis fic 
reducti juxta cognitas Comparationum Leges; i. e. comparando ter- 
minos, in quibus y eandem obtinet compoſitionem. Ex his com- 
parationibus tot orientur FEquationes, quot in Theoremate reduQto di- 
verſas habet y dimenfiones. Ex harum Aquationum reductione inve- 
— o—ͤ z determinatus, — — K 2 
puncto dato Þ diſtantia, nec non invenientur Foci Geometrici condł᷑. 
tiones: Vel (ſi Curva propoſita talem non habeat) Foci Geometrici 


impoſſibllitas detegetur. . 
| | EXEMPLUMT 
Sit BNR (Fig. 1, Prop. 1.) Parabola ad cujus axem BM inci- 
Sit „ latus reftum Parabola- unde r) , @p = © x, ide 1 
per Reg. 1, in Theor. 1. pro x* ſubſtitute * & 2 r B10 p, r 
ir + ry -r zr; index YB : Unde ha Focus 
Geometricus K ; & quiz y non -occurrit in hoc quantitatis æ valore,” 
ideo per Reg. 2. pro Radiis. incidentibus ad axem parallelis Para- 
bola abſolute habet Focum Geometric. A ; 


.. : 
of wn - 


EXEM- 


(73) 


| 3 
Sit BNR (Fig. 1, 2. Prop. 1.) arcus Cireull; cul centrum C, ſintq; 


Radii incidentes M NN ad axem BC M paralleli. 
Eſto Circuli Radius BC'= n; unde 215 — , Up =Nn—y. 


Hi valores quantitatum x* & p in Ther.. 1. ſubſtituti dant a — 2? 


n* — 215 
21 — 25 


fit Geometricus, oportet ut valor quantitatis z fit determinatus; unde 
(per Reg, 3.) — 21 o, & — 2y = 0: Et quia hz Aquationes 


+ 2zy = 21; quz reducta datz =. 


' abſurdum involvunt, ideo (per Reg. 4.) Circulus in hoc caſu non ha- 


bet Focum Geometricum; quare (per Rey. 6.) rejectis 2 1), & 2 erit 


z = = ; i.e. Fous Phyſicus K eſt in punto Radium 


EX EMPL u M m. 


Incidant Radii divergentes in partes concavas (Fig. 1. Prop. 2.) vel 
convergentes in convexas (Fig. 2. 7 5 2.) partes Arcus circularis 
BNR, cujus centrum C, & Radius CB; qui produQtus tranſeat per 
punctum radians M vel punctum convergentiz m. 


Si in Theor, 2, pro x* & p ſubſtituantur 2» y —y* Kn -, erit 
+ * x? = 278 + * * ＋ 1270 


— 201% — 22* Z > = — 24K — 222 
＋ 24a). + 248? 


OR juxta Scbolinm præcedens comparentur hujus quationis termini 


. a AN * 
erit 2! —- 2 n] =@ — 2% uE; undez = 3 & ſe- 


cunda comparatio erit 2n*z — 24a*z + 24*n. 21 


% 


— 2.4%? — 2428: Undez = = Er proinde u =. —— 2 unde 


1 = M. Ex qua patet, Circulum in hoc caſu tum tantùm habere Fo- 7 
cum Geometricum, quando centrum 55 elt pundtum radians. Sed fi/ 
LES. . - (pet 


Jam ut Focus | 


| (74) 
per Reg. 6.) rejiciantur omnes termini quos y ingreditur, ex reliquis 
invenietur z = — = BK, quz Focum Phyſcum K determinat. 
Exemplum itaq; propoſitum ties cafus admĩittit. 


C ASUS I. 


Quanlo 24 — » eſt quantitas rm er yer” ir . quando eſt 2a © 1, 
ſeu a c n, tum valor quantitatis z eſt affirmativus, adeoq; Focus K 
ad — partes jacebit reſpettu puncti B, ad quas jacer in Fig. 1 
& 2. "is l 8 


C ASUS M. 


Si 2a — u ſit quantitas negativa, i. e. Si 24 In ſeu 42 
tum valor quantitatis z erit negativus, adeoq; Focus K jacebit ad par- 
tes contrarias (reſpectu puncti B) iis, quæ in Fig. 1 & 2. Prop, 2. 

cas us m. 


- Si 24 — 4 = ©, mt} 5 pf nh M vel 
metr 


pundtum convergentiæ , fit in puncto ſemidiametrum BC biſecante, 
tum valor quantitatis z eſt infinitus, adeoq; Focus reflexorum eſt a 


puncto B infinite diſtans, i. e. reflexi ſunt paralleli. 

EXEMPLUOM w. 

Sit B VR arcus circuli, & Radil inaidentes fint ad concavam” 
convergentes verſus m (Fig, 1. Prop. 3.) vel a puncto radiante M ad 
C 3. ſicqʒ circuli Radius 

N. 


Ex Theor, 3, ponendo 215 — & n — y pro x* & p invenietur 


1 + z2au N21 + 2 2— 20*% + 20 n + Zan xc n — 21Z „ 


a* + 27 + 24x xy, Ex qua, rejectis terminis quos y ingreditur, 
invenies z= = N kk . 2 


. Vſas 


| 
(75) 
Uſus Theorematum precedentium i parte Catoptricæ inverſa, . 


Ex Calculi fluxionum principiis p = =, ideo fi in debito Theo- 
3 


remate (ex Problematis conditione facillime eligendo) ſubſtituatur hic 
valor ſubnormalis p, habebitur Æquatio fluxionalis; cajus fluens eſt 
invenienda per Methodos receptas vel in Libro primo de Calculo flu- 
entium jam expoſitas; hæc fluens exprimet relationem inter y & x, 
ſeu definiet naturam Curvz quæſitæ, quæ Luminis Radids juxta Pro- 
blematis conditionem refleQer. | 


EXEMPLUM. 
Invenire Cutvam, quz radios parallelos excipiens efficiet ut reflexi 


in dato puncto colligantur, _, £; 
"Vertex Curvz 3 : 

JH. fit ” B 6 — ts 4 = 
uno dato vel aſſumpto B; — tum, in quo inci- 

— parallelorum Reflexi ſunt colligendi. Sit B M — per 


pundta data B, & tranfiens. Jam quia Problema ptopoſitum pertinet 
ad caſum Theorematis 1, ideo in Theor. 1, pro o fabSimatur **, & 
poſt debitam redeBionem invenierer. NT. 

** + 274 — 225 = x" 
. Ut inveniatur hujus fluens aſſumatu y = 4x + Bx* &c. per 
quam (exterminatis y & y) invenietur | 


— 24z + 24 | —— 
— 4Bz>x = A*x &. 
+1 


Ut determinentur 4. B ert prima comparatio — 24z = o. Secun- 


da 24 —43z T1 = 4; unde 4= o, B= = unde y = 
. | | _ teu 


(75) 
1 8 
eu 4x2) = x*; quæ eſt notiſſima Parabolæ proprietas, cujus latus 
rtectum eſt 4 z BK. Q © bh: 1 Y | 


— 
— 


SCHOLIUM. 


Per fimilem Calculum invenies relationem inter y & x, ſeu naturam 
Curvæ quz radios Luminis ſecundum Problematis conditiones reflectet. 
Et proinde in his paucis omnia exhibentur quæ ad Catoptricam genera - 
lem intelligendam, neceſſar ia videbantur. k 


(77) 


5 IT * - 4 +, .4,% „ 2 8 +,* +, 4 Ie [ 127 Ne * 
. | 
4 * 
| t. D E — 
# 6 -# f | ; 


LIBER SECUNDUS, 


LEMMA 1. * 
1 a punto m ducantur dux m 2 © 
8 722 — A. 5 
& ab alio quovis 0 
ducantur K P a4 mN & pa 
iKT ad mO parallele, erit os I 
lus OM N angulo PRT zqualis. 
Ducatur recta K & huic paral- 
— gin fy row - O, * — 
in is, G, C, H. Jam 
ACG OK (ob parallelif- 


mum linearum X, GH) i. e. | 
KCGG = OmN + NA; Sed 7 N 
6 rallelas Vm, KH) NmK = KHC, erit etiam K C G 
mN + KHC : Sed KCG = CKH ++ KHC per 15. 1. Eucl. Er- 
go CKH + KHC == OmN + X ergo CKH = OmN. Q, E.D. 


L E M MA II. | 


Sit M punctum radians, a'quo in Curvam quamvis BNR incidat 
luminis Radius MN, cujos retractus fit VX; firqz ſinus Anguli inci- 
dentiæ ad ſinum Anguli RefraRjonis ut s ad v; eſto DN normalis 
ad Curvam BNR in r incidentiz N; ſecet quz refta MK nor- 
malem in C, erty x CM m CK MN, Fi g 

8 A 


(98) | 
A punto X ducatur KP ad MN parallela & ſecans normalem in 
. N & radio I K deſeribatur Cisculus fecans incidentem 
in m & Curvz normalem in 4, D; a punftis m, & demitte O, XT 
in 40 perpendiculares. 


Jam quiamN eſt ad KP & O ad KT parallela, ideo per Lem. 7. 
OmN = PRT & angotns ON ="XT'P, ergo tr itla ON. 
KTP ſant fimilia, unde mO:mN:: KF: KP, alternando 
wO: KT::mN: XP: Sed mN = KN, rgomO:KT:: XV. X. 
Sed ex hy pothef OKT. Y; ergo XV. NP. eier: Sed in 
demonſtratione Lemmatis lib. x, erat X P = 2 ergo etiam 


KN: N , Que Analogia in Equationem mutata dat 


rxKNxCM=z5sx CKx MN. d., E. D. 
COROLLARIUM. 


* Quando Radii incidentes ſung paralleli, tum erity x AN = 3x CK, 
nam in hoc caſa Gl = MA: == infinite \ 0 


(79) 
PROPOSITIO L 


F/ tr aditar Theorema Nadia parallel in 
f — r - per ſus 


4 

Sit BNR Curva quævis cujus axis B M, hnic parallelus fit Radius 
incidens MN, cuj —— NX —_ B M ſecans in puncto A. 
Sintq; ND ad BM, & NC ad Curvam BNR normales; deſignen- 
tur autem quantitates ut in Catoptrica ſcil. BD = , D N= x, 
DC = yp, BK = z: UndeKN=vz + y| + x*,CK =p+y+z; 
ergo r FF T= yp; per Coroll, Lemma 2. hc 
Haquatio, dat 


x3 Fay fFO=O®xiF3Þ9' 


PROPOSITIO II. 


In que traditur Theorema generale pro Radiis peratielis in ſu- 


M 


In Curvam quamlibet BNR incidat Radius MV ad Curvæ axem 
BD parallelus, cujus refractus fir NN azem ſecans in puncto X; 
deſignentur quantitates ut prius ſcil. BD = DN = x, DC = p, 
BK x: Unde KN = Vz—yf r; CK =z —y —p; ergo 
- T Coroll. Lem. 2. hac a 
radical liberata dat hoc Theorema 2 | | — 

** N ND. 


PRO. 


( 8 ) 
PROPOSITIO m. 


In qua traditur Theorema generale pro Radiis divergentibas in 
e ſuperſiciem concavam — 


A 


Sit BNR Curva _ jus axis BM, punctum radians M, Ra- 
dius incidens MN, aus VX axem ſecans in K. Sitq; BM = a, 


cætetis (ut prius deſignatis, erit K N = z + y\' + #*, CM = a 
—y—p, CK =.z + y +.p, MN = Va—=y +=; unde per 
Len. 2. invenietur rx ã = —px%z + +=*=5xz+ 3+ px 
Va -= + * quz a ſurdis liberata eſt 


** e = f xo nn tf Fa. 


PROPOSITIO Iv. 
In qua traditur Theorema generale pro Nadiis drvergentibus in 
wy Saperficiem convexam incidentibas. 
7 R 


8 M 
Omnibus ut in præcedenti deſignatis, exit | 
KN = VII +=,CM=@+y+p. 
MN = va+y + , CX —y — p. 
Unde per Lem. 2. habebitur Ther. quzfitumrxa T PZN T 
= e =D + y| + **, quod a ſurdis liberatum eſt | 


PxaF3ÞFp xi = D =rxt=3=p x&fF =. 
20 


(v1) 


PROPOSITIO V. 


In qua traditur Theorema generale pro Radis convergentibus 


qui incidunt in ſuper ficiem concavam. 


Sit n pùnctum — ad quod tendunt omnes Radii inci- 
dentes MN; tum compoſitis ut in præcedenti, fit Bm = a, exit 


KN=vVz+y +x*, Cm =a+y+p. 


Nm = va + + , 042245 y +p. 
Unde per Lemma 2. habebitur Theorema quod a ſurdig liberatum exit 


„* Tf TA NAD . 
: PROPOSITIO. VI. ; 


I. traditar Theorema generale pro Radiis 3 
we Jui incidunt in 9 conde cam. 


Omnibus defignatis ut in præcedenti invenietur 
KN = Viz + x, Cm = 4 — 17 ,. 


Nm =#%a—y T. CX 25 
Unde per Lem. 2. habetur Theor. Derr 


* N 7 
: Notan- 


( 82 ) 

Notandum. Quod in horum Theorematum Uſa adhibendæ ſint Re- 
gulz, quas in Catoptrica tradidi. Quando valor quantitatis z eſt affir; 
mativus, tum Focus & erit realis, ſeu Radii refratti in punto & col- 
ligentur : Sin 8 z- fir negativus, tum Focus K erit 
punctum Diſperfiis. Denique, quod Radius extrinſecus incidere di- 
citur, quando lumei tranſit è medio rariori in denſius, i. e. quando 
cr: Ut & intrinſecus incidere, quando tranſit e medio denſiori in 
rarius, i. e. quando s 2 r, - 


EXEMPLUM. 


Sit BN RA * & in ejus convexitatem incidant Radii Mad 
Ellipſeos axem 4B paralleli, invenite refractorum Focum & 


— R 2 
or n N 1 X 
5 Po x * 
2 Tr 


+ Sit Axis tranſverſus-4 B = »,-latus reftum m; Abſciſſa BD = y, 
Ordinata DN = x, ſubnormalis D C = p, jam ex natura Ellipſeos 


muy — my u, 7 = —— In Theoremate Prop. 2. ſub- 


ſticuanter hi valores quantitatum æ & p, & habebitur. 


— 72 — 4 — qmni''z — 38e  — nr 47 
They 


4 ] +amrer” N. 44 ar = = awd, 


Ex qua per Algebra regulas invenies valorem quantitatis z, ſcil. 
122 e eee Ubi 111 


gratia ponitur 4mm 7's — gm ns — 4 r = A, 
4mny+ + amr —4mnrPs = B, 2 1 — 22 — 271 C. 
Jam ut in hoc caſu Ellipfis habeat Focum Geometricum, oportet hic 
valor quantitatis z fit determinatus; efficiendum itaq; ut y ex prz- 
dieto valore evaneſcat; ponendo A= o, B = ©, C = 0; hx Aqua- 


tiones 


(83) 
tiones ( reltitutis quantitatum 4, B, C valotibus) reduQtz dabunt 
n = — ,; quæ ratio lateris tranſverſi ad rectum efficiet ut 


y evaneſcat ex valore quantitatis z, & tum z = rern: 


29 X.5* — 172 


= 775 2 . in qua fi pro m ſubſtituas ejus valorem modo inven- 


R 1 
24 


tum erit 2 


Patet itaq; Ellipſin habete Focum Geometricum pro Radiis parallelis; 
non tamen abſolute, ſed cum hat limitatione, ut fir latus tranſver- 
ſum » ad latus reQum m ut 5* ad s* — 72, Ex Conicis vero patet 
2 & fic inventum eſſe Ellipſeos Umbilicum remotiorem. Et 

anc in luminis Refractione proprietatem Ellipſi competeret primus 
detexit Inſignis Carteſus. Eodem modo eidemq, facilitate Curvz 
cujuſvis propoſitæ Focus per præcedentia Theoremate invenietur. Cæ- 
teris autem miſſis, in Circuli Foco determinando Theorematum horum - 
Uſus illuſtrabitur; Dioptrica enim Sphzrica ob rationes plures cæteris 
eſt preferenda. Ultqy hæc fine faſtidioſa verborum repetitione abſol - 
vatur, fit ſemper in ſequentibus C centrum Circuli Sphzram refrin- 
gentem generantis, B vertex ac Abſciſſe. y generantis, ejus Semidia- 

meter CB n, adeoq; 2my - =, p=m— y; & in uno- 
* quoq; Problemate Fig. 1. pertineat ad Radios extrinſecùs, Fig. 2. ad 


adios intrinſecus incidentes. 
PROBLEM A TI. 
Data * IN Sphærica concava, in quam incidant Rad ii paral- 
leli AN, Focum K refractorum invenire. 2-388; i 
Oo . 4 


R 


* 23 


1 

| GIL 
Quia Problema propoſitum pertinet ad h 1. ideo 

ſubſtituantur 2my —* Kn - y pro x, & h in illo Theoremate, 


eritq; * 22+ 22) + zu) xz + mi ; fi hac traftetur 
| juxta. 


(84 ) 


jaxta Regilas in Catoptrica traditas invenietur (per Reg. 4.) Circulum 
non habere Focum Geometricum: Rejiciantur itaq; termini (per Reg. 6.) 


in quibus y occurrit, eritq; 1*'z* = x z.-+ ml z unde = = — 
= BK, Ex quo patet, quod fi fuerit s = ˖ (ut ex byp. in Fig. 1.) 
tum valor quanriratis z erit negativus, & proinde Focus & erit nega- 
tivus, i. e. Superficies Sphærica refringens diſperget Radios os 
NO, quafi a puncto K prodirent. Sin fuerit : (pt in Fig. 2. ex hyp.) 
tum ⁊ erit valoris affirmativi, adeoq; refracti VX in puncto X col- 


ligentur. 
mT PROBLEMA IL. 


Invenire Focum R, quando Radii paralleli MN incidunt in Super- 
ficiem Sphæricam conveam. 


Subſtituendo 2 10 — 5, &m— y pro x*, & p in Theoremate Prop. 2. 
invenietur z = —— B L. Pater iraque, quod ſi «© r, tum Fo- 
cus A erit punctum concurſiis; Sins r, tum X erit punſtum di- 
ſperſus (ut in Fig. 2.) ; 

PROBLEMA Ill. 


Invenire Focum K, quando Radii divergentes MN incidunt in Su- 
perficiem Sphæticam concavam. 


In Theoremate Prop. 3. ſabſtiruantur 2555: & N ij pro x &p, 
| OY | 
** z* + bn be 5 ORD orgy ogy ne T 778 ns 245 K* 


+ 2r*b'm — 4 bmzpy. | 
— 286m 
Ubi 


(8s ) 


"Ubi compendi! gratia poſui a w = b. Juxta Scholium Regulis 
in — magic labzu a erit prima comparatio x* þ* x* = & x 


7 + am] ; undes = pn = , © ſecunda . 
comparatio eſt terminorum in quibus y occurrit ſcil. 2 ME + m 
— FRm—_Ns 


= — 21 b + 2mz-+ mw, que reduQa dabit x = — 
Jam ut Circulus in hoc caſu Focum habeat Geometricum, oportet ut hi 


Pm —- Nt ora 


duo valores quantitatis x ſint zquales, fiat ergo 


= —=E 7m dr poſt debitam reduQtionem dabit 


a=” Ude conſtat Circulum habere Focum Geometricum 


quando Radil divergentes ineidunt in partes ejus concavas, dummodo 
ea fit punti radiancis I a vettice Bdiſtantia, ut BH = Ch. 


Sed in omni alla punfti radiantis diſtantia Focus refratorum eſt tan- 
tam Phyjicus, cujus 2 vertice B diftantia ex comparatione prima deter- 


minatur ſeil.a = —— — — = BK. - Unde patet, quod, fi 
Radii ingffant extrinſecus (ut ex hyp. in Fig. 1.) Fam A fit negati- 
vus, i. e. & etit punctum diſperſiis ; nam in hoc caſueritra— $a un 
quantitas negativa : Sed ſi Radii incidant intrinſecùs, tum pro varia 
puncti radiantis M a vertica B diſtantia, uu imerdurn erit aſfirma- 
_ interdum 3 7 uno caſu Radios refrattos reddet pa- 
allelos ; Quz omnia ex modo invanto quantitatis x valoce per prima 
Aigebre principia facile deduci poſfunr, — | 


„SAA 


im + rm 


Si Focus fit Geomptricw, i. 6. ſi a = tum erit pun- 


Aon Gifperſfs, Nam fi in vaſore quancitarls x ſubſfiruarur 2 
m'+ rm Kg K * 


— 


pro a, etit x2 = 


1 CASUS 


(8) 


CASUS u. 


| S7 1 o, 1. e. fi = —, tum x BK = in: 
finito, i. e. refracti NR erunt ad axem BC paralleli. 
"EASUS II. 


Si ar cia un, i. e. fc. , tum Focw Phyſcus K erit 
affirmativus, i i. e. K erit i 8 
CAS US IV. 


81 ra un, i. e. 1 tum Focus exit manner, 
eu K etit punctum diſperſũs. 


PROBL E MA 1v. 
Invenire Focum K, quando Radi 2 incidunt in Superficiem 


. Sphæricam convexam. 


R 


M X 


— pro x* & p ſubllituantur 2my —y* 
& compendii gratia ponatur b' = a + m, crit 


PE» +2 =P. _. + 28 bz? | 
— SoC Þ= 5 r tete 
+ 28. bm 


Si hxc Zquatio tractetur eodem \— = przcedens, invenietur 
Circulum in hoc caſu non habere Focum Geometricum, cum, ideog, rejettis 


terminis, quos 5 ingreditur erit rb z { =£exa—ex: Unde 


s = = BK, 


14. — ra — rn 


Patet 


(87) 
Patet itaq; quod pro varia magnitudine quantitatis a = BM, i. e. 
pro varia di — punt radiantis M a — B, exit 14 —ra — rm 
major, minor aut æqualis nihilo; in primo Caſu x erit quantitas af- 
firmativa adeoq; & exit punctum concurſiis ; in ſecundo erit negativæ, 
adeoq; & erit punctum diſperſũs; in tertio z erit infinita, adeoq; Ra- 
dii erunt parallel, : | 


PROBLEMA V. 


Invenire Focum X, quando Radii Convergentes incidunt in conca- 
vam Superticiem Sphzricam. | 


Sit m radiorum incidentium punftum convergentiz, adeoq; & 
Bm = az; ſi in Theoremate Prop. 5. pro x* & p ſubſtituantur earum 
valores 21) — jy» RK m — y; & ponaturþ = a m, erit 


* + 2 bÞ*z 


. 28*b 
3 27· 0 by = OXaz + am| = 1b 


Quæ fi tractetur, ut Aquatio Prob. 4. invenietur ya + r m+ 5m = 0, 
adeoq; in hoc caſu Circulus non habet Focum Geometricum , rejeQis 


iraq; terminis quos y ingreditur, erit r*þ*zx* =.# x az + am| ; unde 


„ a 
** ia + rn BK. 


Ex qua patet, quod pro varia quantitatis a magnitudine, ra—:a-Frm 
fit major, minor vel zqualis nihilo; & proinde valor quantitatis z in 
primo caſu erit affirmativus, adeoq, * erit Radiorum refractorum 
punctum concurſiis ; in ſecundo erit negativus, adeoqz & erit reftacta- 

ru * diſperſus; & in tertio caſu erit infinitus, adeoq;-Radii 
refraCti erunt ad axem BC paralleli. | 


| PROBLEMA VI. . 


Invenire Ferm N; quando Radit Convergentes MA incidunt in 
Superficiem Sphzricam convexam. : 80 


(88) 


1 — 


Sit m punftum Convergentie, Bm = a. Jam fi in Theoremats' 


Prop. 6. pro * & ſubſtituantut IC & compendii 
cauſa ponatur þ = @ — m, erit. 


wb 2 — 2715 K gu—— 
| bb nen — 242. 


— 2. bm 


Ex comparatione terminorum, in quibus deeſt y, erit 752 = 5x 
oz — am z unde K —: Er ex comparatione texminorum 


in quibus y occurrit, erit — 2 bz + SEALS wm 225 25 


+ 4 b¹ a — 2.3 bm, unde 2 = — Et proinde 
. 2 quæ redutta dabit 122 — r Kn 


— = Q; Har divifa per s — 7 dat ra — n - = oz 
unde = ED. Unde pate, quod f talis fuerit puncti Con- 
vergentiæ m a vertice B diſtantia, tum in hoc caſu Facw inventus R 


erit Geometricus. 
Sed in omni alia n diſtantia Foam tantum Phyficus eſt ex 
prima comparatlone tus {gil 


21 2 — 2 
54 — 7 + in 


Ex qua colligitur — hour o, vel 4 — ra + rm 0, 
vel 2a — ra Tn o, adeoq; Radios colligi in puncto K, vel a 
puncto & diſpergi, vel ad a em BC — ovadem; yoo nacia 
* m 2 puncto B diſtantia. ä 

Problems 


| Problema generale I. 
. Lentis cajaſvis date Focum invenire. 


Sint B N, bn duz linez — ex quarum rotatione circa 
rectam BU generatur data — B nd. Sita: BNV linea (reQa vel 
Curva) in quam extrinſecus incidunt Radii paralleli, a punto dato 
divergentes, vel ad punctum datum convergentes. | 


1 a 

Per Theoremata præcedentia inveniatur Focus & Radiorum refracto- 
rum, quorum incidentes in Curva (vel recta) B N refraftionem pa- 
tiuntur. Tum habeatur Focus fic-inventus &, punctum Convergentiæ 
ad quod Radii in alteram Curvam 6 intrinſecus incidant, tum ex 
datis natura linea hn, puncto Convergentiz N, ejuſq; a vertice bh di- 
ftantis, inveniatur refractorum Focus & per Thesremata generalia 
cedentia z eritqʒ Focus fic inventus x lentis datæ Focus quæſitus. Q. 

'SCHOLTUM. 5 


| <Quia = denotar-rationem Sinus iacidentiz ad Sinum prioris re 


fr Fri is in . fact, ideo — eſt ratio fn, 1 cid ti ad Sinum 
poſterioris reftactionis factæ in bn ; ideo, quando per Theoremata 56- 
neralia inveſtigatur ſecundz refractionis Focus. E, feribarur in debito 
. Theoremate r pro 5, & è contta z pto r; nam Radii in BY incidunt 
extrinſecds z & in þ n-ſomper intrinſeods incidere habentur. 
OO EXEMPLUM | | 
L.entis cujuſvis Sphefice Focum invenire. 


ei. * 

by [ , . " | l * 1 da L 0 Fe 
BM = a; arcus BR CB =, T Few poi ones 
A LOR | Aa . BAR 


. 
- — —ͤů — — ääͤ Er 


of tan 


. e oc caſu Liner ca (2) dap 


rr 


2-4 
* = 
—_ : 


1 { #8 ix a 


” BNR tag; unde (pet Prob. 40 = 
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COROLLARIUM l. 


Efficacia Radiorum in planum- O eſt ad efficaciam incidentium 
in lentis AD, ut Area lentis Radios incidentes excipientis ad 
Aream a refraQtis in planum O P ptojectam. Nam efficacia Radiorum 
eſt in ratione directa conftipationls, & proinde in reciproca ſpatiorum 
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